Wyktad 9

Zadanie Zbadac¢, czy forma:

1 2 3 T
g(x1, 29, 23) = [T1,22,23) | 2 5 2 T2
3 2 0 T3

jest dodatnio okreslona.
Rozwigzanie Wystarczy zbadac, czy dodatnie sg minory gltowne, a wiec
wyznaczniki:

Gy =1
1 2
1 2 3

Go=|2 5 2|=-25<0
320

To oznacza, ze ta forma nie jest dodatnio okreslona. Rzeczywiscie g(1,1, —2) =
—10 < 0.
Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej

Niech g bedzie forma kwadratowa w przestrzeni R”, wtedy g moze by¢
zapisane w postaci:

n n

gz, 2o, ) =D gaxi +2 Y gimy

i=1 i=1,j=1,i<j

w przedstawieniu tym mogg wystepowac elementy po x;x;. Zadanie sprowa-
dzania do postaci kanonicznej polega wiec na ”pozbywaniu si¢” tych elemen-

tow. Doktadniej mowiac zadanie to polega na szukaniu zmiennych yq, v, . . ., Yn
zaleznych liniowo od x1,xs,...,x,, dla ktorych forma kwadratowa g ma
przedstawienie:

9y, - yn) = @yt + asy’ + ..+ anys

Istnieje kilka metod sprowadzania do postaci kanonicznej. Tutaj omowimy
dwie podstawowe: metode Lagrange’a i metode Jacobiego.



Metoda Lagrange’a
Metoda Lagrange’a wykorzystuje uogélnienie wzoru skréconego mnozenia na
kwadrat sumy elementéw, a mianowicie:

(bi+bot...+b,)>=b]+b5+...+b2+2 > bb

i=1,j=1,i<j
Metode¢ ta oméwimy na przyktadzie. Niech
g(x1, T, w3) = 227 — x5 + 323 + 22179 — 41173 — 37273
wtedy mozemy zebra¢ elementy, ktére zawieraja x; i otrzymujemy:
g(x1, T, w3) = 2(2% + 1179 — 27103) — X5 + 325 — 3Tow3

nastepnie "wyciggamy kwadrat” zgodnie z powyzszym wzorem:

1 1
g(z1, 9, 3) = 2(1 + 5%2— 73)? — §x§ — 203 + 2m9m3 — T3 + 375 — 3wa13

stad
3
g(x1, 29, 3) = 2(x1 + §x2 — x3)2 — 51‘3 + x§ — Tox3

dalej postepujemy podobnie jak powyzej z "kawatkiem” zawierajacym tylko
zmienne xy, T3, a Wiec:

g(x1, 9, 23) = 2(21 + %mg —x3)? — %(a:% + §$2£L'3) + a3 =

2(%1 + %.TQ — LE3)2 — %(1’2 + %.T3)2 + %x% + LE% =

2(%1 + %ZL’Q - Ig) — %(ZEQ + %ZL’3)2 + %ZE%
Jesli przyjmiemy teraz y; = xy + %@ — X3, Yo = T9 + %5173, ys = x3 to
otrzymamy:

3 7
9(y1, Y2, y3) = 21 — Y2 + GV

otrzymane przedstawienie jest wiec postacig kanoniczng naszej formy.

Metoda Jacobiego

Metoda Jacobiego polega na wykorzystaniu algorytmu podobnego do algoryt-
mu ortogonalizacji Grama — Schmidta. Omowimy ta metode na tym samym
przyktadzie co poprzednio:

g(w1, 9, 03) = 2273 — 25 + 323 + 27175 — 41173 — 3To73



wtedy w bazie kanonicznej macierz tej formy jest nastepujaca:

2 1 -2
G=1] 1 -1 =3
-2 -3 3

Szukamy bazy by, by, b takiej, ze f(b;,b;) = 0 jesli i # j. Baze ta szukamy w
postaci:

by = e

bg = €9 + klgbl

by = e3 + k13b1 + ka3by

Podobnie jak w przypadku ortogonalizcji Grama — Schmidta otrzymujemy

by = g i
ko — f(b17€2) . 1
2= —"75 7= "5
f(blvbl) 2
: 1
b2 = [_57 ]-7 0]
dalej mamy:
g — _Sfyes) g — _flby,es) 1
T fb) T f(babo) 3
stad:
7 1
by = |= 1
3 [67 37 ]

ponadto f(bs,bs) = %. Wtedy postaé¢ kanoniczna naszej formy dwuliniowej
jest nastepujaca:

3 7

f (w1, y2,y3) = f(b1, b))yt + f (b2, b2)ys + f (b3, b3)y3 = 2y5 — §y§ - 6y§

i jesli przez A oznaczymy macierz przejscia od bazy kanonicznej do bazy
b1, ba, b3 to otrzymamy zwiazek miedzy zmiennymi x, zs, x3, a zmiennymi
Y1, Y2, Ys:

a1 U1

Ty | =A| ¥

T3 Ys

W naszym przypadku:

1 7
L= 5
A=10 1 —3
0 0 1



wtedy

1 % -1
Al=101 3
0 0 1
1 mamy:
Y1 T 15 -1 T
Yo = A_l ) = 0 1 % )
Y3 T3 0 0 1 T3

Mozna zauwazy¢, ze wspotezynniki f(b;,b;) (wystepujace przy y? sa réwne
det G;_1

“qaa s edziedet Go = 1, adet Gy, © = 1,2, 3 s3 minorami gtéwnymi macierzy

Metoda Jacobiego ma pewne ograniczenia, jesli bowiem ktorys ze wspot-
czynnikéw f(b;, b;) jest réwny zero to nie mozna wyznaczy¢ odpowiednich
kij. 7 tego co zostalo powiedziane powyzej metoda Jacobiego dziata wtedy
gdy kazdy z minorow gtéwnych macierzy G jest rozny od 0.

Na zakonczenie naszych rozwazan dotyczacych przestrzeni euklidesowych
i unitarnych zdefiniujemy pojecie sprzezenia odwzorowania liniowego. Niech
V' bedzie przestrzenia euklidesowa (unitarna) i niech ¢ : V. — V bedzie
homomorfizmem przestrzeni V', wtedy istnieje doktadnie jeden homomorfizm
*, taki ze dla kazdego u,v € V:

(p(u)v) = (ule™(v))

Operator ¢* nazywamy operatorem sprzezonym z operatorem .
Jesli V- = C" jest przestrzenia unitarng ze standardowym iloczynem skalar-
nym i A jest macierza operatora ¢ to A* jest macierzg operatora ¢*.



