Wyktad 8

Rzutem ortogonalnym wektora u na wektor v nazywamy wektor u, €
Lin(v) taki, ze u — u, L.

Twierdzenie 1 W kazdej przestrzeni euklidesowej dla dowolnych wektorow
u, v istnieje doktadnie jeden rzut wektora u na wektor v.

Dowdd Jesli w = 0 lub v = 0 to twierdzenie jest oczywiste. Niech v i v beda
wektorami niezerowymi. Wektor u, ma postaé¢ kv. Poniewaz (u — u,|v) =0
to 0 = (u— kv|v) = (ulv) — k(v|v) i mamy k = &

o) To dowodzi istnienia i
jednoznacznosci.[]

Twierdzenie 2 Niech vy, vy, ..., v, bedzie bazg ortonormalng przestrzeni eu-
klidesowej V. Wtedy kazdy wektor v € V. moze byc¢ przedstawiony w postaci
v = (vjv))vr + (v|ve)vy + ... + (v]vy)vy.

Dowd6d Poniewaz vy, vs,...,v, jest baza przestrzeni V to dla dowolnego
wektora v istniejg skalary ki, ko, ..., k,, takie ze:

U:k1U1+k2U2—|—...+knvn

ObllCZHly (U’U1> = (klvl + ]{721)2 +...+ knvn\vl) = k’l ('U1|U1) —+ k’Q(Ug’Th) +...+
ky,(vn|v1), poniewaz baza jest ortonormalna to ostatnie wyrazenie jest réwne
ki1, a wiec:

(v]v) =k

Podobnie udowadnia sie, ze k; = (v|v;).00
Rzutem ortogonalnym wektora v na podprzestrzen U < V nazywamy
wektor vy, taki ze vp € Uiv — vy € U™,

Twierdzenie 3 Niech U bedzie podprzestrzeniq skonczenie wymiarowej, unor-
mowanej przestrzeni euklidesowej V. Wtedy dla dowolnego wektora v € V
istnieje wyznaczony jednoznacznie rzut wektora v na podprzestrzen U.

Dowd6d Niech vy, ...,v, bedzie bazg ortonormalng przestrzeni U. Wtedy
poszukiwany wektor vy da sie zapisa¢ w postaci vy = kjvy +kovo+. . .+ k,v,.
Na podstawie poprzedniego twierdzenia mamy: k; = (vy|v;). Poniewaz v —
vy € UL to mamy (v —vyly;) =0dlai € {1,...,n}, zatem (vy|v;) = (v|vy).
Zatem poszukiwanym rzutem wektora v na podprzestrzen U jest wektor:

k’lvl + k‘Q’UQ + ...+ knvn

taki, ze k; = (v|v;).0
Dowody powyzszych Twierdzen daja réwniez algorytmy szukania rzutow.



Nier6wnos$é Bessela

Twierdzenie 4 Niech vy, vs, ..., v, bedzie bazg ortonormalng podprzestrzeni
U przestrzeni euklidesowej V. Wtedy dla kazdego wektora v € V' zachodzi
nierowno$¢ Bessela:

(vo1)? + (v]v2)® + ..+ (v]o,)" < [Jo]|?
przy czym rownosé zachodzi wtedy 1 tylko wtedy gdy v € U.

Dowdéd Wiemy, ze (v — vy|v — vy) 2 0. Z poprzedniego twierdzenia mamy:

n n n

(v —vylv—vr) = (v =D _(@lv)vilv = 3_(v]vi)vi) = (v|v) = > (v[vi) > 0

=1 =1 =1

a stad mamy rzadang nierownosé.[]

Nierownos$¢ Bessela méwi, ze norma rzutu ortogonalnego jest mmniejsza
badZ rowna od normy wektora.
Metoda najmniejszych kwadratéow

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi o wspotezynni-
kach rzeczywistych:

a1121 + 122 + ... + ATy = b1
a21T1 + A22%o + ... + QonT, = b2

Am1%1 + Q2% + ...+ QppTp = bm

Zalozymy, ze m > n, a rzad macierzy wspotczynnikow jest rowny n. Mo-
ze sie zdarzy¢, ze w wyniku pewnych pomiaréw fizycznych pojawi sie taki
uktad réwnan. Z powodu niedoktadnosci pomiarow taki uktad moze nie mieé¢
rozwigzan. Trzeba wiec znalezé¢ rozwiagzanie przyblizone. Jedng z metod roz-
wiaznia przyblizonego jest tak zwana metoda najmniejszych kwadratéw to
znaczy znalezienie takich elementéw vy, o, ..., y,, zeby suma kwadratow:

i (i ijYj — bz’)

i=1 \j=1

byta najmniejsza. Niech f = (by,ba,...,bn), hi = (a1, a2, ..., 6n;), @ =
1,2,...,n beda wektorami z przestrzeni R™. Wtedy powyzsza suma przyj-
muje najmniejsza warto$¢ jesli (yi, ya, - . ., yn) jest rzutem wektora f na pod-
przestrzen rozpieta na wektorach hy, ho, ..., h,. Zatem elementy y1, yo, ..., yn



spetniaja uktad:

(halh)yn + (halh2)y2 + - .- 4 (ha|hn)yn = (Ra|f)
(ho|hy)yr + (Relho)ys 4 .. . + (ho|hn)yn = (ho|f)

(Pnlh)yr + (Bnlh2)ya + - o+ (Aol hn)yn = (Bl f)

gdzie (|) oznacza standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni R" (jest to
réwniez sposéb wyznaczania rzutu wektora na podprzestrzen). Wyznacznik
macierzy wspotezynnikéw tego uktadu nazywamy wyznacznikiem Grama.
Zadanie Rozwiaza¢ metoda najmniejszych kwadratéw uktad:

r+y=23
20 +y=2>5
rT—y=2

Rozwigzanie Uktad ten jest sprzeczny. Poszukamy wiec takiego rozwigzania
przyblizonego x1,y; aby wyrazenie:

(1 +y1 —3)*+ 221 +y1 — 5)* + (z1 —y1 — 2)°

przyjmowalo najmniejszg wartosé. Do tego wykorzystamy metode najmniej-
szych kwadratéw. Przyjmijmy f = (3,5,2),hy = (1,2,1),hy = (1,1, -1).
Obliczmy:
(hilh1) =6, (halhs) =2, (half) = 15,
(halh1) =2, (haolhe) =3, (ho|f) =6
Zatem przyblizone rozwiazanie (w sensie najmniejszych kwadratéw) spetnia
uktad:
6x1 + 2y; =15
{ 2.731 + 3y1 =6

Formy dwuliniowe

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K (=R lub C). Funkcje:
VXV —-sK

nazywamy formg dwuliniowg jesli Vu, v, w € V,Vk € K mamy:
(i) flu+v,w) = flu,w)+ f(v,w),

(ii> f(ku> U) = kf(“? U),

(iil) f(u,v +w) = f(u,v) + f(u,w),

(iv) f(u, kv) = kf(u,v).



Przyktadem formy dwuliniowej moze by¢ iloczyn skalarny w przestrzeni eu-
klidesowej.

Przyjmijmy teraz V = R", u = (1,29, ..., 2,), v = (Y1, Y2, - - -, Yn) Wtedy
jesli f jest forma dwuliniows to istnieja wspotczynniki g;;, 4,5 € {1,...,n},

ze:
flu,v) = 2:1 2:1 9ijTiYj

dla kazdych u,v. Wtedy dla macierzy G = [g;;] mamy:

Y1

fu,v) = (z1,29,...,2,)G y_2

Yn
Mozna zauwazy¢, ze jesli eq,eq,...,e, oznacza baze kanoniczng to g;; =
(e ).

Forme f nazywamy forma symetryczng jesli Vu,v € V mamy f(u,v) =

flv,u).

Stwierdzenie 1 Forma f jest symetryczna wtedy @ tylko wtedy gdy macierz
G tej formy jest symetryczna (to znaczy G = GT).

Niech A = [a;] bedzie macierza nad ciatem liczb zespolonych. Wtedy
A* = AT = [@;]". Macierz A nazywamy macierzg hermitowska jesli A* =
A.
Forme f nazywamy forma hermitowska jesli jej macierz wspotczynnikéow G
jest hermitowska. Zatem forma hermitowska spetnia tozsamosé: Vu,v € V :
flu,v) = f(v,u).
Macierz A nazywamy macierza ortogonalna (unitarna) jesli ATA = I (AA* =
I).
Macierz A nazywamy macierza normalng jesli AAT = ATA (AA* = A*A).

Forma kwadratowa
Funkcje:
g:V—-R

nazywamy formag kwadratowg jesli istnieje forma dwuliniowa f : V xV —
R, taka ze Vv € V, g(v) = f(v,v).

Twierdzenie 5 Jesli g jest formq kwadratowg w przestrzeni V- = R" to
istnieje doktadnie jedna symetryczna forma dwuliniowa f, Ze dla kazdego
v eV mamy g(v) = f(v,v).



Symetryczna forme dwuliniowa f nazywamy forma biegunowgq formy kwa-
dratowej g.
Dowd6d Wystarczy przyjac:

lu,0) = g+ ) — g(u) — 9(v))0

Zadanie Niech

x

1 2 3 Lo

g(x1, 29, 33) = (21, 20,23) | 1 =1 2 :
2 1 0 :

Tn

Zmalez¢ biegunowg forme dwuliniowg tej formy kwadratowej.

Mozna zauwazy¢, ze jesli g jest forma kwadratowa w przestrzeni R" to:

X
n 9 n IQ
g($1, Loy .. >$n) = Zguiﬂz +2 Z GijTilj = ($1,$27 e ,$n)G
i=1 i=1,j=1,i<j
Tn

gdzie G jest macierzg symetryczng, o wspoétczynnikach g;;. Wtedy biegunowa
forma dwuliniowa ma postac:

Y1
Y2
f(u,'l]):(l’l,xg,...,fn)G .
Yn
Kazda forme kwadratowsa mozemy skojarzy¢ z pewng macierzg symetryczng
G.
Oznaczmy przez GG; macierz wymiaru ¢ X ¢, ktéra powstaje z macierzy G przez
wykreslenie wierszy i kolumn o numerach ¢ + 1,7 + 2,...,n. Wtedy det G;
nazywamy minorem gtéwnym macierzy G.

Forme kwadratows ¢ : R" — R nazywamy dodatnio okreslong jesli Vv €
R™\ {(0,0,...,0)} mamy g(v) > 0.

Twierdzenie 6 Forma g wyznaczona przez macierz symetryczng G jest do-
datnio okreslona wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie minory gltowne det G; sq
dodatnie.



