Wyktad 7

Méwimy, ze wektor v jest ortogonalny do wektora w jesli (v|w) = 0 1 pio-
szemy v L w. Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa z iloczynem skalarnym
(+|-) 1 niech wy,ws, ..., w, bedzie baza tej przestrzeni. Bedziemy méwié, ze
baza wq,ws, ..., w, jest ortogonalna jesli:

(wilw;) = 0 dla i # j

Baze wy, ws, . .., w, nazywamy bazg ortonormalng jesli jest baza ortogonalng
i dla kazdego i € {1,2,...,n} mamy (w;|w;) =1 (to znaczy dtugosé¢ kazdego
wektora jest rowna 1).

Przyklad Niech V = R" bedzie przestrzenig euklidesowa ze standardowym
iloczynem skalarnym:

(1,2, @)Y, 42, - Yn)) = T1ys + T2y2 + -+ Tl

Wtedy baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),eo = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)
jest baza ortonormalna tej przestrzeni.

Pytanie, ktore tutaj sie pojawia jest nastepujace: czy w kazdej skonczenie
wymiarowej przestrzeni euklidesowej mozna znalez¢ przynajmniej jedng baze
ortogonalna (ortonormalna)? Odpowiedz brzmi tak. Do znajdowania takich
baz shuzy tak zwana metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta.
Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Niech vy, vg, . .., v, bedzie dowolng bazg przestrzeni euklidesowej V. Opie-
rajac sie na tej bazie zbudujemy nowsa baze wy, ws, ..., w,, ktéra bedzie or-
togonalna. Baze tg budujemy w nastepujacy sposob:

wy = U1

Wy = VU + k12w

w3 = v3 + k3w + kozws

Wy = vy + kgwy + kpgwy + kzgws

Wy, = Uy + klnwl + k2nw2 +...+ knnwn

Wektor w; mamy juz okreslony. Wyznaczmy wektor ws. Poniewaz nowa baza
ma by¢ ortogonalna to musi by¢ spelmiony warunek: (ws|w;) = 0. Korzystajac
z wlasnosci iloczynu skalarnego obliczamy:

0= (U)Q‘U}l) = (U2 -+ k12w1|w1) = (’Ug‘wl) + k12(w1|w1)

stad otrzymujemy:
(ve|wy)
(w1 ]wr)

k12:_
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Wyznaczymy teraz wektor ws. Poniewaz wektor ten jest ortogonalny do wek-
tora wy to otrzymujemy (korzystajac z faktu, ze (we|w;) = 0):

0= (w3|w1) == (Ug + k?lgwl + k23w2|w1) =

(vg|wy) + kig(wq|wr) + kas(wa|wy) = (vs|wy) + kys(wy|wy)
stad:
(v3]wr)
(w1]wy)

Wspblezynnik kog wyznaczymy z rownosci (ws|wy) = 0 i (ws|w;) = 0:

ks = —

0 = (ws|wz) = (v3 + k13w + kogwo|ws) =

(vs|ws) + kiz(wi|ws) + kag(walwa) = (vs|wr) + kiz(wi|w:)
zatem:
(v3]ws)
(w2|ws)

Postepujac podobnie z dalszymi wektorami otrzymamy:

k23:_

(v |w;)
kij = —
(wi|wi)
W ten sposéb otrzymujemy nowsa baze wy,ws, ..., w,, ktora jest ortogonal-

na. Aby otrzymaé baze ortonormalng wystarczy kazdy z wektoréw podzieli¢
przez jego dhugosé, to znaczy baza ortonormalng jest uktad:

1 1 1
wq, W2y« v oy 77 Wn
[wi ] [Jwe] [wnl]
Rzeczywiscie:
2 2
1 1 1 1
<.wz’ w) = <> (wilw;) = () [Jwi|[* =1
[fwil | | wil| [|will [ Jwsl|
Przyklady

(1) W przestrzeni euklidesowej R? 7z iloczynem skalarnym

(21, 22, 23) | (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + T + Yo + T3Y3

zortogonalizowaé, metoda Grama-Schmidta, baze v; = (1,2,3),v5 = (2,1,0),v3 =
(3,1,2). Zgodnie z naszym algorytmem nowa baza bedzie postaci:

w1 = U1
W = Vg + k1owy
w3 = v3 + k13w + kazwo
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gdzie:

4 2
feyy = — (va|wy) _

(wilw) ~ 14 7
zatem wy = (2,1,0)—2(1,2,3) = (

2,2 %) Obliczmy dalsze wspotezynniki:
— _(wsfw) _ 11
ki3 =~ (o) = "1
fopw — —wslw2) _ _F
BT (welwr) T LT T
stad otrzymujemy:

11 12 3 6
ws = (3,1,2) — —(1,2,3) — (

=13
14 7T 7))\

"2
(2) W przestrzeni euklidesowej R[z]y z iloczynem skalarnym:

1

(f@)lg@) = [ f@)g(a)da

-1

zortogonalizowaé baze vi(x) = x,v9(x) = z + 2,v3(z) = 2* — 1. Nowa baza
bedzie postaci:

w1, = V1
W9 = V9 —+ k12w1
w3 = v3 + k13w + kazws
Obliczmy

3713
oraz:.
1
(whon) = [ o@+2de = T +a?L, = 2
-1
Zatem
M L
(wiwr)
i mamy:
Wy = 2

Obliczmy teraz

: ZL’4 132
(vslwr) = [ (2 = Dado = 1
-1



to oznacza, ze ki3 = 0. Dalej obliczymy:

1 3
A
(%mg:/é@hqu:zgg,aﬁ4:§_4:_f
-1

1
(walwy) = /4d:v =4z, =8
“1

Stad

Zatem wy(x) = x> — 1+ 2.
Trzeba zwroci¢ uwage na nastepujacy wazny fakt wynikajacy z ortogonali-

zacji. Jesli vy, vq, ..., v, jest dowolng baza przestrzeni euklidesowej V' i jesli
wy, Wy, . . ., Wy, jest ortogonalizacja tej bazy (w sensie Grama-Schmidta) to dla
kazdegoi € {1,2,...,n} podprzestrzenie generowane przez wektory vy, ..., v;
i przez wektory wy, ..., w; sa rowne, czyli:

Vie{l,...,n} Lin(vy,...,v;) = Lin(wy,...,w;)

Niech A bedzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni euklidesowe;j
V. Wtedy dopetnieniem ortogonalnym zbioru A nazywamy zbioér wszystkich
wektoréow v € V| takich ze dla kazdego a € A mamy alwv. Dopelnienie
ortogonalne zbioru A oznaczamy przez A*, czyli

At ={veV:Vac A (av) =0}

Twierdzenie 1 Jesli A jest niepustym podzbiorem przestrzeni euklidesowej
V to At jest podprzestrzeniq przestrzeni V.

Dowod Niech v, w € A+ wtedy dla kazdego a € A mamy (alv) = 0, (a|w) =
0. Wtedy dla kazdego a € A mamy (a|v + w) = (alv) + (a|lw) =0+ 0 =0,
a wiec v +w € At. Podobnie dla kazdego a € A i dla kazdego k € R mamy
(alkv) = k(a|v) = 0, a wigc réwniez kv € A+.00

Nietrudno jest zauwazy¢, ze:
(1) {o}+ =V,
(2) V+ = {o}.

Twierdzenie 2 Niech W bedzie podprzestrzeniq przestrzeni euklidesowej V.
Wtedy V=W © W+, a wiec:

dimV = dim W + dim W+



Dowéd Niech ay,...,as bedzie baza przestrzeni W, wtedy mozna ta baze
uzupehi¢ do bazy catej przestrzeni V. Niech a4, ..., as,as11,...,a, bedzie
bazg przestrzeni V. Wtedy baze ta mozna zortogonalizowa¢ metoda Grama-
Schmidta. Niech by, ..., bs,bs11,...,b, bedzie odpowiednig ortogonalizacja.
Zgodnie z uwaga powyzej wektory by, ..., bs stanowia baze przestrzeni W.
Nietrudno jest zauwazy¢, ze wektory by, 1, . .., b, naleza do W+. To oznacza,
ze V =W + W+, Aby zakonczyé dowdd wystarczy zauwazyé, ze W NWE =
{0}. Rzeczywicie jesli ¥ € W N W+ to poniewaz x € W i x € WL musimy
mieé¢ (z|x) = 0, a to jest mozliwe tylko wtedy gdy = = 0 (patrz aksjomaty
iloczynu skalarnego.[]

Pokazemy jeszcze jedng wazng wtasnos¢ dopetnien. Jesli W jest podprze-
strzenig skonczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej V' to

WHt=w

Zawieranie W C (W)L jest spelnione zawsze (nie potrzebne jest zalozenie
o skoniczonym wymiarze przestrzeni V'), bo jesli € W to x jest ortogonalne
do kazdego elementu przestrzeni W+, a wicc x € (W)L, Zauwazmy teraz,
ze zgodnie z powyzszym Twierdzeniem mamy:

dimV = dim W + dim W+ = dim W+ + dim(W+)*

a to oznacza, ze dimW = dim(W+)* i poniewaz W C (W+)+ to mamy
W= (WL,



