Wyktad 6

Iloczyn skalarny

Niech K bedzie ciatem liczb rzeczywistych R lub ciatem liczb zespolonych
C. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K, wtedy funkcje:

S:VxV-K

nazywamy iloczynem skalarnym jesli Vu,v,w € V, k € K:
1. S(u,v) = S(v,u),

2. S(u+v,w) = S(u,w) + S(v,w),

3. S(ku,v) = kS(u,v),

4. S(u,u) > 01 jesli S(u,u) =0 tou=0.

Zwykle zamiast pisa¢ S(u,v) bedziemy pisaé (u|v).

Przyklady
1. W przestrzeni V = R3 iloczynem skalarnym jest funkcja:

3
(w1, 29, 23)[ (Y1, Y2, y3)) = Z TilYi
=1

2. W tej samej przestrzeni V = R? iloczynem skalarnym jest réwniez funkcja:

3
(w1, 29, 23)| (Y1, Y2, ¥3)) = Z 1Y
=1

3. W przestrzeni V' = R" iloczynem skalarnym jest funkcja:

((1‘1, e an)Kyla e 7yn)) = il%%

4. W przestrzeni C(a, b) funkcji ciggtych na odcinku (a,b) funkcja:

b

(f19) = [ f(x)g(x)da

a

jest iloczynem skalarnym.
5. W przestrzeni V = C3? iloczynem skalarnym jest funkcja:

((xlv st 737”)‘(3/17 R 7yn)) = ;x1E

Przestrzen liniowa V' nad ciatem R z iloczynem skalarnym nazywaé be-
dziemy przestrzenia euklidesowa, a przestrzen liniowa V' nad ciatem C z
iloczynem skalarnym nazywaé¢ bedziemy przestrzenig unitarng.

1



Twierdzenie 1 Jesli V jest przestrzeniq euklidesowq z iloczynem skalarnym
(+]") to:

(i) Yo (Ov) = (v[0) =0,

(i) Yu,v (u|v +w) = (u|v) + (u|w),

(iii) jesli (u|v) = 0 to wektory u i v sq liniowo niezalezne,

(iv) Yu,v,k € R (ulkv) = k(u|v),

(

V) Vu,v (ulv)? < (ulu)(vlv) (nieréwnosé Cauchy-Buniakowskiego-Schwartza).



