Wyktad 5

Niech f : V' — W bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni wektoro-
wych. Wtedy jadrem przeksztatcenia nazywamy zbior tych elementow z V',
ktorych obrazem jest wektor zerowy w przestrzeni W. Jadro przeksztatcenia
oznaczamy przez Ker(f), czyli mamy:

Ker(f) ={veV; f(v)=0}

Obrazem przeksztalcenia f nazywamy zbidr wszystkich obrazéow wektorow z
przestrzeni V' i oznaczamy go przez Im(f), a wiec:

Im(f) = {f(w); veV}

Zgodnie z tym co bylo powiedziane na jednym z poprzednich wyktadow
Ker(f) jest podprzestrzenia przestrzeni V', a Im( f) jest podprzestrzenia prze-
strzeni W. Jesli V' jest podprzestrzenig skonczonego wymiaru to zachodzi
zwigzek:

dim V' = dim Ker(f) 4+ dim Im(f)

Rzeczywiscie jesli vy, v, . .., vg jest baza przestrzeni Ker(f) to mozna ja uzu-
peti¢ do bazy przestrzeni V', zatem istnieje baza przestrzeni V o postaci
Vly oy Uk, Uy - - oy Uy Wystarczy wiec udowodnic, ze wymiar obrazu jest row-
ny n. Pokazemy, ze baza obrazu sa wektory f(ui),..., f(u,). Jedli u nalezy
do obrazu to istnieje wektor v € V', ze u = f(v) element v mozna zapisaé
jako liniowa kombinacje wektoréw bazowych:

v =101+ ...+ Ui+ frur + ...+ Buuy,
stad mamy:
u=f(v) =onf(vi) +...+arf(or) + Buf(ur) + ...+ Baf(un)
i poniewaz wektory v; naleza do jadra to f(u;) = 0 i otrzymujemy
u=f(v) = Buf(u) + ...+ Buf (un),

a to oznacza, ze Im(f) = Lin(f(uy),..., f(u,)). Musimy pokazaé jeszcze, ze
wektory f(uq),..., f(u,) sa liniowo niezalezne. Rozpatrzmy réwnanie:

kif(ui) 4. 4 ko f(un) = 0

z wlasnosci przeksztatcenia liniowego mamy: f(kju; + ... + kyu,) = 0, a
to oznacza, ze kjuy + ...+ kyu, € Ker(f) poniewaz wektory ui,...,u, sa
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niezalezne od wektorow generujacych jadro to nasza liniowa kombinacja na-
lezy do jadra tylko wtedy gdy k1 = ... = k, = 0, a wiec wektory sg liniowo
niezalezne.

Pokazemy teraz, ze réznowartosciowos¢ przeksztatcenia liniowego zalezy
od jadra tego przeksztalcenia.

Twierdzenie 1 Niech [ bedzie przeksztatceniem liniowym przestrzeni wek-
torowych. Przeksztalcenie f jest réinowartosciowe wtedy i tylko wtedy gdy

Ker(f) = {0}.

Dowé6d

(=) Poniewaz f(0) = 0 to z réznowarotsciowosci wynika, ze jesli f(v) = 0

to v = 0, a wiec jadro sktada sie tylko z wektora zerowego.

(<) Musimy udowodnié, ze jesli f(v) = f(u) to v = u. Rzeczywiscie jesli

f(v) = f(u) to z wlasnosci przeksztaltcenia liniowego wynika, ze f(u—v) = 0,

a wiec u — v € Ker(f) = {0} zatem v — v = 0 i mamy u = v.
Przeksztatcenie liniowe bedziemy nazywaé nieosobliwym jesli Ker(f) =

{0}

Twierdzenie 2 Niech V' bedzie przestrzeniq lintowg o skonczonym wymiarze
i niech f bedzie przeksztatceniem lintowym przestrzeni V. w siebie. Wtedy
nastepujgee warunki sqg rownowazne:

(i) f jest bijekcjq,

(i) f jest suriekcjq,

(iii) f jest iniekcjq.

Dowdd Poniewaz V' jest skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa i f prze-
ksztatca V' w V wiec jadro i obraz sa podprzestrzeniami V' i jest spelniona
udowodniona wczesniej rOwnosé:

dim V' = dim Ker(f) 4+ dim Im(f)

Oczywiscie z faktu, ze f jest bijekcja wynika, ze f jest suriekcja.

Jesli f jest suriekcja to Im(f) = V, a wiec dimIm(f) = dimV i z powyz-
szego wzoru otrzymujemy, ze dim Ker(f) = 0 a to oznacza, ze Ker(f) = {0}
i na podstawie poprzedniego twierdzenia f jest funkcja réznowartosciows
(=iniekcja).

Jesli f jest iniekcja to na podstawie poprzedniego twierdzenia i na podstawie
powyzszego wzoru otrzymujemy dim Im(f) = dim V| a wiec Im(f) =V, czyli
f jest rowniez suriekcja, a wiec jest bijekcja.



Twierdzenie to oznacza, ze przeksztalcenie f : V' — V przestrzeni skon-
czenie wymiarowej w siebie jest nieosobliwe wtedy i tylko wtedy gdy jest
izomorfizmem.

Rzedem przeksztatcenia liniowego f nazywamy wymiar obrazu tego prze-
ksztalcenia i oznaczamy go przez r(f), a wiec:

r(f) := dimIm(f)

Jesli dziedzing f jest przestrzen skonczonego wymiaru to na podstawie wcze-
$niej udowodnionego wzoru mamy:

dim V' = dim Ker(f) + r(f)

Niech U,V,W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym cialem i
niech f : U — V, g : V — W bedg przeksztalceniami liniowymi wtedy
ztozenie: go f : U — W jest przeksztatceniem liniowym przestrzeni u w
przestrzen W.

Rzeczywiscie jesli up, us € U to mamy

go flur +ua) = g(f(ur +us)) = g(f(ur) + fluz)) =
g(f(u)) +g(f(uz)) = go fur) + go fluz).

Druga wtasnosé¢ przeksztatcen liniowych udowadnia sie podobnie.

Twierdzenie 3 Jesli f : U — V 1 g:V — W sq przeksztatceniami linio-
wymai to:

r(go f) <min(r(f), r(g))

Dowdéd Jesli Vi € V, to g(Vi) C g¢(V2) i poniewaz f(U) C V to mamy
réwniez g o f(U) = g(f(U)) C g(V), a zatem r(g o f) <r(g).

Niech przeksztaltcenie liniowe f : V' — W bedzie bijekcja wtedy istnieje
funkcja f~! odwrotna do f i funkcja f~! jest przeksztalceniem liniowym
W — V. Rzeczywiscie niech wy,wy naleza do W. Poniewaz f jest suriekcja
to istnieja vy, ve € V', ze w1 = f(v1) 1 we = f(ve) i mamy:

FH wr +wg) = f7Hf(v1) + fv2) = fH(for +02)) =
o flur+v9) =vr +v9 = fHwy) + fHws)

i podobnie mozna udowodni¢ druga z potrzebnych wtasnosci.

Oznaczmy przez Aut(V') zbior wszystkich izomorfizméw przestrzeni V' na
siebie. Wtedy:



Twierdzenie 4 Zbior Aul(V') wraz z dzialaniem skladania przeksztalcen jest
grupq.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa z baza A = {vy,ve,...,0,}, a W
niech bedzie przestrzenia liniowa z baza B = {w;,ws,...,wy,} 1 niech f
bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni V' w W wtedy obraz kazdego
v; da si¢ zapisac¢ jako kombinacja liniowa bazy przestrzeni W:

f(U1> = knwl -+ k’gﬂl)g 4+ ...+ /{mlwm
f(UQ) = k12w1 + k22w2 + ...+ ]{Img’wm

f(l)n) = k:lnwl + ]{fgnwg 4+ ...+ kmnwm

mozemy utworzy¢ macierz ztozong ze wspétczynnikéw z prawej strony:

ki ki o0 kg
kor koo ... Koy
ki km2 .. kmn

Macierz tg nazywamy macierzg przeksztalcenia f w bazach A i B. Macierz
ta (jesli mamy ustalone bazy) daje nam wszystkie mozliwe informacje o prze-
ksztatceniu. Jesli mamy dana macierz przeksztatcenia to mozemy wyznaczy¢
obraz dowolnego wektora.

Twierdzenie 5 Jesli V i W sq przestrzeniami lintowymi nad ciatem K,
dimV = n, dimW = m, A i B sq ustalonymi bazami tych przestrzeni to
przyporzgdkowanie kazdemu przeksztatcenwu f V. — W macierzy My €
Mpn(K) w tych bazach wyznacza izomorfizm przestrzeni Hom(V,W) na
przestrzen M, ,(K), to znaczy jesli f,g € Hom(V,W) ik € K to:

Myyg = My + M,

Mkf = k’Mf

Dane sg trzy przestrzenie V, W, U i bazy tych przestrzeni A, B,C" Jesli
f jest przeksztatceniem liniowym przestrzeni V' w W, a g jest przeksztatce-
niem liniowym W w U i jesli My, M, sa macierzami tych przeksztatcen w
powyzszych bazach to macierzg ztozenia g o f w bazach odpowiednio A i C'
jest iloczyn macierzy M,My, mamy zatem:

MgOf = Mng
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W przypadku gdy przestrzenie W i V' sa réowne to przewaznie szukajac
macierzy przeksztatcenia ustalamy w dziedzinie i w przeciwdziedzinie tg sama
baze. Méwimy wtedy o macierzy przeksztatcenia w bazie. Szczegdlnie pro-
stym przypadkiem jest gdy przestrzen V nad ciatem K jest rowna K™ i gdy ja-
ko baze wybierzemy baze kanoniczna: e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1).
Wtedy jesli A jest macierzg przeksztalcenia f : K" — K" w bazie kano-
nicznej i v = (ky,...,k,) € K" jest dowolnym wektorem to obraz wektora
otrzymujemy przez mnozenie:

flu)=A1] :
kn

Wtedy jadro przeksztalcenia sklada sie z wektoréw v = (ky,...,k,), ktore
spetniajg réwnanie:

ky, 0
i wymiar jadra jest rowny n —r(A), gdzie r(A) jest rzedem macierzy, r(f) =
r(A).
Macierz zmiany bazy
Niech A = {aj,as,...,a,} i B = {by,bs,...,b,} beda dwiema bazami
przestrzeni V. Kazdy element bazy B mozna zapisa¢ w postaci liniowych
kombinacji wektoréow z bazy A:

bi = knar + karag + ...+ Eniay
by = kigar + kagas + ... + kpoay,

bn = klnal + k2na2 +.. .+ knnan

wtedy macierz

]{711 ]{712 R kln
k21 k22 s k2n
knl an s knn

nazywamy macierzg przejécia od bazy A do bazy B.
Zadanie W przestrzeni R® wyznaczy¢ macierz przejécia od bazy (1,1, 1), (1,1,0), (1,0,0)



do bazy (1,0,1),(1,2,0),(1,1,1). Nieformalnie mozna zapisa¢ réwnos¢:

by ki ki ... ki ax
62 . 1{321 1{322 e kgn a2
bn knl kﬁng c. knn an

Twierdzenie 6 Jesli P jest macierzq przej$cia od bazy A do bazy B to ma-
cierz przejscia od bazy B do bazy A jest réwna P71

Pojecie macierzy przejscia od jednej bazy do drugiej pozwala nam stwier-
dzi¢ jak otrzymac¢ macierz danego przeksztatcenia liniowego w innej bazie.
Niech A i B beda bazami przestrzeni liniowej V', niech M; bedzie macierza
operatora liniowego f : V' — V w bazie A i niech P oznacza macierz przejscia
od bazy A do bazy B. Wtedy macierz Gy przeksztalcenia f w bazie B jest
rowna:

Gy= P 'M;P

Przyktad Dana jest macierz przeksztatcenia f : R® — R? w bazie kanonicz-
nej:

Wyznaczy¢ macierz tego przeksztatcenia w bazie (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0).
Niech w zbiorze M, (K) bedzie okreslona nastepujaca relacja jesli M, N €
M, (K) to

M~ N < 3IPM =P 'NP

wtedy ta relacja jest relacja rownowaznosci, a klasa abstrakcji [M]. okresla
zbiér macierzy, ktére sg macierzami tego samego przeksztatcenia liniowego
w roznych bazach.

Jesli f jest przeksztatceniem liniowym pewnej skonczenie wymiarowej prze-
strzeni liniowej V', a M; jest macierzg tego przeksztalcenia w pewnej bazie
to f jest przeksztalceniem odwracalnym wtedy i tylko wtedy gdy My jest
macierza odwracalng ( to znaczy wtedy i tylko wtedy gdy det My # 0).



