Wyklad 4

Udowodnimy teraz, ze jesli U, W sg podprzetrzeniami skoniczenie wymiarowej
przestrzeni V' to zachodzi wzoér:

dim(U 4+ W) =dimU + dim W — dim(U N W)

Rzeczywiscie U N'W jest podprzetrzenia przestrzeni U i W, a wiec U N W
jest skonczenie wymiarowa. Przestrzen U N'W posiada, wiec skonczona baze
vy, ..., V. Zgodnie z twierdzeniem Steinitza baze ta mozna uzupetnié¢ do baz
przestrzeni U i przestrzeni W. Istnieja, wiec wektory uy, ..., u, 1wy, ..., Wy,
ze:
Vly ..., Ug, U, ..., Uy jest bazg przestrzeni U,
V1, .y Uk, W, - - ., Wy, jest baza przestrzeni W.
Do dowodu powyzszej rownosci wystarczy sprawdzi¢, ze uktad
UVly e ooy Uy ULy e v vy Uy, W, . . ., Wy, jest bazg przestrzeni U + W.
Jedlix e U+ W tox = u+ w, gdzie u € U, w € W, wtedy u jest liniowa
kombinacjg wektoréw vy, ..., v, uq,...,u,, a w liniowag kombinacjg wekto-
TOW V1, ..., Uk, W1, ..., Wy, & zatem wektor x jest liniowa kombinacjg wekto-
TOW U1,y . ooy Uy ULy« + oy Uy, W1, - - -, Wiy Sprawdzimy teraz liniowg niezaleznosc.
Rozwazmy réwnanie:
a1 + ..+ U+ frug + ..+ Buty + V1w + . YWy, =0
poniewaz w; € U to v, = ... = 7, = 0 i nasza rowno$¢ przybiera postac:
ozlvl+...+ozkvk+ﬁ1u1+...+ﬁnun:0
ale wektory vq,..., vk, uq, ..., u, sa liniowo niezalezne, wiec a1 = ... = a} =
01 =...= By =01 udowodnilidmy liniowa niezaleznosc¢.
Przyklad Wyznaczymy bazy i wymiary przestrzeni U, V,UNV, U+V, gdzie:
U =Lin{(1,2,1,1),(0,1,1,-1),(1,3,2,0),(2,6,4,0)}
V = Lin{(1,1,0,0),(0,0,1,1),(2,3,2,2)}
Przestrzen U sktada si¢ z wszystkich wektorow, ktore mozna zapisa¢ w posta-
cia(l,2,1,1)+4(0,1,1,—-1)4+~(1,2,2,0)+0(2,5,4,0), dla v, 3,7, € R. Jesli
jeden z wektorow jest liniowo zalezny od pozostatych to mozna go z zestawu
wektorow generujacych U wykresli¢. Zatem znalezienie bazy tej przestrzeni
jest rownowazne ze znalezieniem maksymalnego zbioru liniowo niezaleznego
w zbiorze wektoréow {(1,2,1,1),(0,1,1,-1),(1,2,2,0),(2,5,4,0) }. Zestawmy
nasze wektory w macierz:

121 1
011 -1
1 32 0
26 4 0



wtedy operacje elementarne na wierszach tej macierzy odpowiadaja opera-
cjom na wektorach.

121 1 121 1 121 1
01 1 =1 | ww |0 1 1 =1 w2 |0 1 1 —1
132 0 |wo2u|011 -1 |ww|0O00 0
26 4 0 022 —2 000 O

zatem baza przestrzeni U sa wektory (1,2,1,1),(0,1,1, —1), a jej wymiar jest
réwny 2 (zauwazmy, ze wymiar tej przestrzeni jest réwny rzedowi macierzy).
Obliczymy teraz wymiar przestrzeni V:

1100 1100
0011 w??lo 01 1
23221710100

i poniewaz rzad tej macierzy jest réwny 3 to wektory (1,1,0,0), (0,0,1,1),
(0,1,0,0) sa liniowo niezalezne. Zatem wymiar przestrzeni V' jest réwny 3.
Zajmiemy si¢ teraz przestrzenia U + V. Nietrudno zauwazy¢, ze:

U+V =Lin{(1,2,1,1),(0,1,1,—1),(1,1,0,0), (0,0,1,1), (0,1,0,0)}

1 21 1
011 -1
110 O
001 1
010 0

rzad tej macierzy jest rowny 4, wiec dim(U + V') = 4. Ze wzoru
dim(U 4+ W) =dimU + dim W — dim(U N W)

otrzymujemy: dim(U NW) = 1.

Zadanie Wyznaczy¢ wszystkie podprzestrzenie przestrzeni R (nad ciatem
R).

Rozwigzanie Poniewaz dim R = 1 to kazda podprzestrzen ma wymiar 0 lub
1. Jedli wymiar podprzestrzeni jest rowny 0 to podprzestrzen jest zerowa,
jesli wymiar jest rowny 1 to podprzestrzen pokrywa sie z R, a wiec R ma
tylko dwie podprzestrzenie.

Niech B = {by,...,b,} bedzie baza przestrzeni liniowej V. Wtedy kazdy
wektor v € V da sie jednoznacznie zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej
wektoréw by, ..., b,, zatem istniejg skalary ki, ..., k,, ze v = kv +. . .+ k,v,.
Skalary ki, ..., k, nazywamy wspotrzednymi wektora v wzgledem bazy B i
piszemy v = (k1, ..., k,)B.



Przeksztalcenia liniowe

Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem K.
Przeksztatcenie:

V=W

nazywac¢ bedziemy przeksztalceniem liniowym przestrzeni V' w przestrzen
W jesli:
Vo, vg €V f(ur +v2) = f(v1) + f(v2),

oraz

Vo e VWke K f(kv)=kf(v)

Prosta konsekwencja tej definicji jest fakt, ze f(0) = 0. Rzeczywiscie f(0) =
f(0+0) = f(0) + f(0) stad wynika, ze f(0) = 0.

Przyktad Dla dowolnych przestrzeni liniowych U, V nad tym samym cialem
przeksztatcenie ©(v) = 0 jest przeksztalceniem liniowym. Przeksztalcenie to
nazywamy przeksztalceniem zerowym.

Zadanie Udowodni¢, ze funkcja:

f:R® — R?
f(a:,y,Z)Z(:E—i—y,a?—y)

jest przeksztatceniem liniowym.
Przyktad Funkcja @ : R[z] — R[z]|, dana wzorem ®(g) = ¢’ jest przeksztal-
ceniem liniowym.

Przeksztalcenie liniowe nazywane jest rowniez homomorfizmem przestrze-
ni liniowych. Przeksztalcenie liniowe, ktére przeksztalca przestrzen V w sie-
bie nazywac¢ bedziemy operatorem liniowym. Jesli przeksztalcenie liniowe
przestrzeni liniowych jest réwniez bijekcja to nazywac je bedziemy izomor-
fizmem przestrzeni liniowych.

Zadanie Udowodni¢, ze funkcja f : R* — R3, zadana wzorem f(x,y,z2) =
(x +y + 2,y + 2, 2) jest izomorfizmem przestrzeni R? na siebie.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, wtedy przeksztalcenie
liniowe, ktére przeksztalca V' w K (jako jednowymiarowa przestrzeri) nazy-
wamy funkcjonalem liniowym

Przyktad Funkcja f : R® — R dana wzorem f(z,y,2) = o +y + 2 jest
przyktadem funkconatu liniowego.

Jesli V' i W sa przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem K to przez
Hom(V, W) oznacza¢ bedziemy zbiér wszystkich przeksztalceni liniowych V'
w W.



Zadanie Wyznaczy¢ Hom(R, R).

Rozwigzanie Wezmy f € Hom(R, R) i przyjmijmy a := f(1). Wtedy mamy
flx) = f(x-1) = zf(1) = xza dla kazdego x € R. Zatem kazdy operator
liniowy w przestrzeni R jest funkcja f(z) = az.

W zbiorze Hom(V, W) mozna wprowadzi¢ dzialania dodawania homomor-
fizméw i mnozenia homomorfizmu przez skalar. Suma funkcji f(x) i g(x)
jest funkcja f(z) + g(x), a iloczynem liczby k przez funkcje f(x) jest funk-
cja kf(x). Zbiér Hom(V, W) z tak okreslonymi dziataniami jest przestrzenia
liniowa nad ciatem K.

Zadanie Udowodni¢, ze przestrzen Hom(R, R) jest izomorficzna z przestrze-
nig R.

Rozwiazanie Jak stwierdziliémy wezedniej zbiér Hom(R, R)skada sie z funk-
cji f(x) = ax. Niech f(x) = az, g(x) = bx, wtedy f(x)+ g(x) = (a + b)z,
kf(z) = kax. Zatem przeksztalcenie, ktére kazdej funkcji f(x) = ax przypo-
rzadkowuje liczbe a jest poszukiwanym przez nas izomorfizmem.

Twierdzenie 1 Niech V' bedzie przestrzenig lintowg nad ciatem K 1 niech
dimV =n < oco. Wtedy przestrzen V' jest izomorficzna z przestrzenig K.

Dowdéd Poniewaz wymiar przestrzeni V' jest rowny n to w V istnieje baza
sktadajaca sie z n wektoréw. Niech B = {by,...,b,} bedzie jakakolwiek ba-
zg przestrzeni V. Wtedy kazdemu wektorowi mozna przyporzadkowaé jego
wspéhrzedne (ky, ..., k,)p wzgledem bazy B. Zatem naszym odwzorowaniem
jest funkcja:

<k17“'7kn)B — (kl,...,kn)

Twierdzenie 2 Niech V' bedzie przestrzenig liniowq nad ciatem K 1 niech
B = {by,...,b,} bedzie bazg przestrzeni V.. Wtedy dla dowolnej przestrze-
ni W nad ciatem K i dla dowolnego uktadu wektorow wq,...,w, € W
istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe f : 'V — W, Ze f(by) =
Wi, ..y f(by) = wy.

Dowdd Niech v € V' wtedy istnieja skalary k1, . .., k,, ze v = kyvi+. . .+k,vp,.
Wtedy nasze przeksztatcenie f dane jest w nastepujacy sposob:

f(k?l’Ul —f- e + kn”n) = k:lwl —I— e —f- k‘nwn



Jadro i obraz przeksztalcenia liniowego

Niech f bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni V' w przestrzen W.
Wtedy zbior tych wektorow v, dla ktérych f(v) = 0 nazywamy jadrem
przeksztalcenia f i oznaczamy go przez Ker(f). Mamy zatem:

Ker(f)={veV: f(v)=0}

Obrazem przeksztalcenia f nazywamy zbiér takich elementow w € W, dla
ktérych istnieje v € V', ze f(v) = w i oznaczamy go przez Im(f).

Twierdzenie 3 Niech f : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Wte-
dy Ker(f) jest podprzestrzeniq przestrzeni V', a Im(f) jest podprzestrzenig
przestrzent W.

Dowdd Jesli u, v € Ker(f) to f(u) = f(v) = 0 i mamy:
flu+v)=f(u)+ flv) =04+0=0

zatem u + v € Ker(f). Drugi z warunkéw podprzestrzeni sprawdza sie po-
dobnie.

Wezmy teraz wq,ws € Im(f), wtedy istnieja vi,va € V, ze f(v1) = wy,
f(v2) = wy i mamy wy +wz = f(v1) + f(v2) = f(v1 + v2) € Im(f).



