Wyktad 3

Twierdzenie 1 (Steinitz) Jesli ukltad vy, v, ..., v, jest bazq przestrzeni li-
niowej V' nad ciatem K i uklad wektorow wuq,us, . .., u,, jest uktadem wekto-
row lintowo niezaleznych w 'V to:

(i) m <mn,

(ii) jesli m = n to uy, ug, . .., Uy, jest bazq przestrzeni V.,

(iil) jesli m < n to istnieje dokladnie n—m wektoréw, ktore wraz z wektorams
Uy, U, - - -, Uy, tworzq baze przestrzeni V.

Whniosek 1 Kazdy uktad wektorow liniowo niezaleznych mozna uzupetnic do
bazy przestrzeni lintowej.

Whniosek 2 Jesl przestzren V' posiada baze zloZong z n wektorow to kazdy
uktad liniowo niezaleznych wektorow przestrzeni V', skladajgcy sie z n wek-
torow jest bazq przestrzeni V.

Twierdzenie 2 KazZda niezerowa przestrzen liniowa posiada baze.

Twierdzenie 3 Jesl przestrzen liniowa V' nad ciatem K posiada baze, ktora
ma doktadnie n wektorow to kazda inna baza tez sklada sie z n wektorow.

Wymiar przestrzeni liniowej

Wymiarem przestrzeni liniowej V' nad ciatem K nazywamy ilos¢ elemen-
tow dowolnej bazy tej przestrzeni. Wymiar przestrzeni V' oznacza¢ bedziemy
przez dim V. Jesli wymiar jest skonczony to bedziemy mowié¢ o przestrze-
ni skonczenie wymiarowej. Przyjmujemy, ze wymiar przestrzeni zerowej jest
rowny 0.

Przyktady

1. dimR? = 3,

2. og6lnie dim K" = n,

3. dimR[z] = +o0

Nieformalnie méwigc wymiarem przestrzeni liniowej jest ilo$¢ parametrow
potrzebna do opisu dowolnego wektora danej przestrzeni. Na przektad mowi-
my, ze nasza przestrzen jest trojwymiarowa, bo zeby opisa¢ dowolny punkt
musimy podaé trzy parametry (dtugo$é, wysokosé, szerokosé).

Innym przyktadem niech bedzie przestrzen M, ,,(K) macierzy o n x m o
wspotczynnikach z ciata K. Jest to przestrzen, w ktérej dodawaniem jest
zwykte dodawanie macierzy, a mnozeniem skalaréow z ciata K przez wektory
zwyklte mnozenie statej przez macierz. Nietrudno jest zauwazy¢, ze aby zdefi-
niowa¢ macierz trzeba okresli¢ m-n warosci, a to oznacza, ze dim M, ,,(K) =
m-n.



Twierdzenie 4 Jesli U, W sq podprzestrzeniami skonczenie wymiarowej prze-
strzent V' to:

(i) jesli U ¢ W to dimU < dim W,
(i) U c W idim U = dim W wtedy i tylko wtedy gdy U = W.

Whiosek 3 Podprzestrzen przestrzeni skonczenie wymiarowej jest przestrze-
niqg skonczenie wymiarowq.



