Wyktad 2

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa i niech U, W beda podprzestrzeniami V'
wtedy bedziemy mowic, ze V' jest suma prosta przestrzeni U i V' jesli:
1LV=U+W,

2. UNnW ={0},

i bedziemy uzywac zapisu: V =U ¢ W.

Przyktad Przestrzeni R? jest sumg prosta podprzestrzeni U = {(z,0); x €
R} iW ={(0,y); y e R}.

Niech vy, v9, ..., v, beda wektorami w przestrzeni V' iniech ky, ks, ... &k, € K
beda skalarami wtedy wektor:

kyvr 4 kovg + - - - + kv,

nazywamy liniowg kombinacja wektorow vy, ve, . .., v, o wspotczynnikach
ki, ko, ... ky.

Niech A C V bedzie niepustym podzbiorem w V. Wtedy przez Lin(A) ozna-
czaé bedziemy zbior wszystkich mozliwych skonczonych kombinacji liniowych
wektorow ze zbioru A, czyli:

Lin(A) = {kia1 + - -+ + kpan;a; € Ajk; € K,n € N}
Lin(A) nazywaé bedziemy domknigciem liniowym zbioru A.

Twierdzenie 1 Zbior Lin(A) jest podprzestrzeniq przestrzeni V. Jest to
najmmniejsza podprzestrzen przestrzeni V- zawierajgca zbior A.

Wtasnosci funkcji Lin():

1. Lin(Lin(A)) = Lin(A),

2. Lin(AN B) C Lin(A) N Lin(B).

Jedli dla pewnego A C V mamy Lin(A) = V to bedziemy méwié, ze zbidr A
generuje V' lub, ze A jest zbiorem generatoréw przestrzeni V.

Moéwimy, ze uktad wektorow vy, ve, ..., v, € V jest liniowo niezalezny jesli:

kv +kevy +---+ kv, =0=ki=ky=...=k, =0

Jesli uktad wektorow nie jest liniowo niezalezny to méwimy, ze jest to uktad
liniowo zalezny.

Przyktady

1. Wektory (1,2,3,1),(1,1,1,1),(1,0,0,0) sa liniowo niezalezne w przestrzeni
R*.

2. Wektory (1,1,1,1),(2,3,4,5),(3,4,5,6) sa liniowo zalezne bo:

(1,1,1,1) + (2,3,4,5) — (3,4,5,6) = (0,0,0,0).
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3. Wektory 1, z,..., 2" sa liniowo niezalezne w przestrzeni R[z].

4. Funkcje sin z, cos x sg liniowo niezalezne w przestrzeni C.

5. Jesli wérod wektorow vy, vo, ..., v, jest wektor zerowy to ukltad ten jest

liniowo zalezny. Jesli w ukltadzie tym dwa wektory sie powtarzaja to tez sa

liniowo zalezne.

6. Mozna tez méwic o liniowej niezaleznosci jednego wektora v, a mianowicie:

wektor v jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy v # O.
Rozpatrzmy jeszcze jeden przyktad:

Sprawdzimy, czy wektory (1,1,1,1), (2,1,2,1), (2,3,4,1), (1,2, 3,4) sa linio-

wo niezalezne w przestrzeni R*. Musimy sprawdzi¢ dla jakich x,y, z, t liniowa

kombinacja: z(1,1,1,1)+y(2,1,2,1)+2(2,3,4,1)+%(1, 2, 3,4) jest rébwna ze-

ro, czyli badamy rozwigzania rownania:

x(1,1,1,1) +y(2,1,2,1) + 2(2,3,4,1) + ¢(1,2,3,4) = (0,0,0,0).
Zadanie to sprowadza si¢ do badania rozwigzalnosci uktadu réwnan:

rT+2y+22+1=0
T4y+324+2=0
r+2y+4z+3t=0
T+y+z+4t=0

uktad ten mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
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Zauwazmy, ze kolumnami macierzy wspotczynnikow sg po prostu wyjsciowe
wektory. Wiemy z teorii rownan jednorodnych, ze nasz uktad réwnan ma
doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy
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A to oznacza, ze wektory (1,1,1,1),(2,1,2,1),(2,3,4,1), (1,2, 3,4) sa liniowo
niezalezne wtedy i tylko tedy gdy
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Ogodlnie rozpatrzmy m wektoréw vy, v, . .., v, w przestrzeni K". Niech A

bedzie macierza, ktorej kolumnami sg wspotrzedne wektorow vy, vo, ..., Upy.
Wtedy mamy:
1. Jesli n = m to wektory vy, vs,...,v, sa liniowo niezalezne wtedy i tylko

wtedy gdy det A # 0.
2. Wektory vy, v9,...,v, sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy
r(A) =m.

Pojecie liniowej niezalezno$ci mozna uogélni¢ na nieskonczone zbiory wek-
toréw. Niech A C V bedzie podzbiorem w przestrzeni V. Bedziemy méwié,
ze zbior ten jest liniowo niezalezny jesli kazdy skonczony uktad aq,ao,...,a,
roznych wektorow ze zbioru A jest liniowo niezalezny.

Przyktad Zbior A = {(1,0,0,...),(0,1,0,...),...} jest zbiorem liniowo nie-

zaleznym w przestrzeni RY.
Baza przestrzeni liniowej

Zbior B C V nazywamy baza przestrzeni liniowej V' jesli
1. V = Lin(B).
2. Zbior B jest liniowo niezalezny.

Twierdzenie 2 Jesli B jest bazq przestrzeni lintowej V' to kazdy wektor ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci lintowej kombinacyi elementow zbioru

B.

Bedziemy mowic, ze zbior B jest maksymalnym zbiorem liniowo nie-
zaleznym w przestrzeni V', jesli B jest liniowo niezalezny i kazdy zbior za-
wierajacy B jest liniowo zalezny.

Bedziemy moéwic, ze zbior B jest minimalnym zbiorem generatoréw
przestrzeni V', jesli V' = Lin(B) i dla kazdego podzbioru B; & B mamy
V # Lin(By).

Te dwa pojecia dajg réwnowazne definicje bazy przestrzeni liniowe;j.

Twierdzenie 3 Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) zbior B jest bazq przestrzeni V,

(i) zbior B jest minimalnym zbiorem generatoréw przestrzeni V,

(iii) zbior B jest maksymalnym zbiorem liniowo niezaleznym przestrzeni V.

Dowéd

(i) = (ii) Niech b € B. Poniewaz B jest zbiorem liniowo niezaleznym to
wektora b nie da sie wyrazi¢ przy pomocy innych wektoréw ze zbioru B. Za-
tem jesli B jest wlasciwym podzbiorem zbioru B to By nie moze generowaé
przestrzeni V' bo wektory nalezace do B\ By nie naleza do Lin(B;).
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(il) = (iii) Zbiér B musi by¢ liniowo niezalezny (gdyby byt liniowo zalezny
to mozna by go bylo zmniejszyé otrzymujac mniejszy zbiér generatoréw).
Poniewaz B jest zbiorem generatoréw to kazdy wektor z V' da sie wyrazi¢ jako
liniowa kombinacja wektoréw z B, a wiec zwiekszenie zbioru B spowoduje
"utrate” liniowej niezaleznosci.

(iii) = (i) Zbiér B jest liniowo niezalezny i jesli v € V' \ Bto zbiér B U {v}
jest liniowo zalezny (wynika to z maksymalnosci B), a wiec v mozna wyrazié
jako liniowa kombinacje elementéw zbioru B. To oznacza, ze B jest rowniez
zbiorem generatorow, a wiec jest bazg.

Przyklady

1. Uktad (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) jest baza przestrzeni R*.
2. Uktad wektoréw e; = (1,0,...,0), eo = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1)
jest baza przestrzeni K™. Baze ta bedziemy nazywaé baza kanonicznag (albo
standardowa) przestrzeni K".

3. Uktad (1,1,1,1), (1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0) réwniez jest baza prze-
strzeni R*

4. Przestrzen R[z] ma baze: 1,z, 22, 23, .. ..

5. Uktad A = {(1,0,0,...),(0,1,0,...),...} jest zbiorem liniowo niezaleznym
w przestrzeni RY ale nie jest baza bo na przyktad wektora (1,1,1,...) nie
da sie zapisa¢ w postaci liniowej kombinacji wektorow ze zbioru A (gdyz w
Lin(A) znajduja sie tylko skonczone liniowe kombinacje!!!).

6. Przestrzen C nad ciatem C posiada baze, ktéra sktada si¢ z wektora 1.

7. Przestrzen C nad ciatem R posiada baze, ktéra sktada sie z wektorow 1, 1.



