Wyktad 1

Przestrzenie liniowe
W geometrii analitycznej w przestrzeni R? operowali$my wektorami. W
zbiorze tych wektorow wprowadziliSmy dwa dziatania:

(7,y,2) + (x1,91,21) = (¥ + 21,y + Y1, 2 + 21),
k(x,y,z) = (kz, ky, kz)

gdzie k jest dowolnym elementem ciata liczb rzeczywistych. ZauwazyliSmy
rowniez, ze dziatania te maja nastepujace wlasnosci:

1. (R3?, +) jest grupa abelowa,

2. Vu,v € R3Vk € R k(u+v) = ku+ kv,

3.Vu e R3Vk,l e R (k+Du=ku+lv,

4. Vu € R3Vk,l € R k(lu) = (kl)u,

5. Vu € R® 1u = u.

Mozemy teraz uogdlni¢ powyzszg konstrukcje. Wprowadzmy w zbiorze R" =
{(z1,22,...,2,); x; € R} dwa dzialania:

(T1, 22, T0) + (Y1, Y2, Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, .-+, T+ Yn),
k(zy,xo,...,x,) = (kx1, kxa, ..., kxy)

gdzie k jest dowolnym elementem ciata R. Mozna sprawdzi¢, ze podobnie jak
poprzednio spetnione sg wtasnosci:

1. (R™, +) jest grupa abelowa,

2. Vu,v € R" Vk € R k(u+v) = ku + kv,

3. Vu e R\ Vk,l e R (k+ Du=ku+ lv,

4. VYu € R\ VEk,l € R k(lu) = (kl)u,

5.Vu € R" 1u = u.

Zauwazmy, ze dzialanie liczby rzeczywistej k na ciag (1, xo,. .., x,) nie jest
dziataniem w sensie podanym na wyktadzie w pierwszym semestrze, bo nie
dzialta sie tu wewnatrz pewnego zbioru, a dzialta sie liczbami rzeczywistymi
na elementy ze zbioru R". Takie dziatanie bedziemy nazywaé¢ dzialaniem
zewnetrznym. Doktadniej dziataniem zewnetrznym zbioru K na zbior V
nazywamy przyporzadkowanie kazdej parze (k,v) € K x V elementu zbioru
V', czyli dziataniem zewnetrznym jest nastepujaca funcja:

p: K xV =V

zamiast pisaé p(k,v) bedziemy zwykle uzywaé zapisu kv pamietajac, ze k
jest elementem zbioru K, v jest elementem zbioru V', a wynik kv jest znow
elementem zbioru V.



Sytuacje z powyzszego przyktadu mozna uogélnié. Niech V' bedzie zbiorem, w
ktorym jest wprowadzone dziatanie binarne + i niech K bedzie ciatem. Wtedy
V nazywaé bedziemy przestrzenia liniowa (lub wektorowa) nad ciatem
K gdy w zbiorze V wprowadzone jest dzialanie zewnetrzne (k,v) — kv i
spetnione sg warunki:

1. (V,+) jest grupa abelowa,

2. Yu,v € V.Vk € K k(u+v)=ku+ kv,

3.Vu e VVk,l € K (k+1u=ku+lv,

4. Yu e V.VEk,l € K k(lu) = (kl)u,

5. Vu eV lu = u,

elementy zbioru V nazywac¢ bedziemy wektorami, a elementy ciala K ska-
larami. Dziatanie zewnetrzne nazywac¢ bedziemy mnozeniem skalaréow przez
wektory. Ponadto przyjmujemy konwencje, ze w mnozeniu tym skalary zapi-
sujemy z lewej strony, a wektory z prawej, np. napis aa oznacza, ze « jest
skalarem, a a jest wektorem. Element neutralny dodawania oznaczaé¢ bedzie-
my przez 0 i nazywa¢ bedziemy go wektorem zerowym.

Poznalismy juz na poczatku wyktadu przyktady przestrzeni liniowych, sa
to przestrzenie R™ nad cialem R. Ogolniej jesli K jest dowolnym ciatem
to K™ jest przestrzenig liniowa nad ciatem K, gdzie dziatania okreslone sg
nastepujaco:

(l‘l)x%"'axn) + (y17y27"')yn) = (‘rl +y1,l'2 +y27"‘7$n+yn)7
k(zy,xo,...,x,) = (kx1, kzo, ... kxy)

A oto inne przyktady:

1. Zbior liczb rzeczywistych R jest przestrzenig liniowg nad ciatem liczb wy-
miernych Q (dzialanie zewnetrzne jest zwyktym dzialaniem mnozenia liczby
wymiernej przez rzeczywista,).

2. Niech RY oznacza zbiér wszystkich nieskonczonych ciggdéw o wyrazach rze-
czywistych. Elementy tego zbioru zapisywaé bedziemy w postaci: (xg, 21, T, . . .
lub (z,,)nen. W zbiorze tym wprowadzamy dziatania:

(w1, 22,23, ...) + (Y1, Y2, Y3, - - -) = (1 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3, .. .),
k(l‘l,[EQ,Jfg, .. ) = (kf.f(]l, k’l‘g, k?[L’g, .. )

Wtedy RY z tak okreslonymi dzialaniami jest przestrzenig wektorows nad
ciatem liczb rzeczywistych.

3. Niech K bedzie dowolnym ciatem i niech K[z]| oznacza zbiér wielomianéw
o wspolezynnikach z ciata K. Wtedy Klz| jest jest przestrzenia liniowa nad
cialem K, gdzie dziataniami sa zwykle dziatlania dodawania wielomianéw i
mnozenia wielomianu przez liczbe.



4. Niech C oznacza zbior funkcji ciggtych o dziedzinie w zbiorze R wtedy
C jest przestrzenia liniowg nad cialem R, gdzie dzialaniami sa dodawanie
funkeji i mnozenie funkcji przez skalar (np. suma funkcji sin i cos jest funkcja
f(x) =sinx + cosx).

Poniewaz (V,+) jest grupa abelowa to kazdy element posiada element prze-
ciwny, element przeciwny do v oznacza¢ bedziemy przez —v i mozemy wpro-
wadzi¢ w zbiorze V' dziatanie binarnego odejmowania:

u—v:=u+(—v)

Twierdzenie 1 Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K. Wtedy:
(i) kv =0 <= k=0Vov=0,
(ii) (=1)v = —v.

Dowéd
(i)

(=) Jesli k£ = 0 to mamy Ov = (04 0)v = Ov + Ov i dodajac stronami
wektor —0v otrzymujemy Ov = 0. Podobnie mozna pokazac, ze k0 = 0.

(<) Jesli kv = 01 k # 0 to istnieje element k™! zatem mozemy nasza
réwnos$é wymnozy¢é stronami przez k! i otrzymujemy:

E'kv)=k'0= (k'k)v=0=1v=0=v=0

(ii) Poniewaz (V,+) jest grupa to kazdy element posiada dokladnie jeden
element odwrotny, wiec wystarczy sprawdzi¢, ze (—1)v jest elementem od-
wrotnym do v. Rzeczywiscie:

v+ (—v=1v+(-1)v=(14+(-1))v =00=0.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niepusty podzbidér
W C V nazywamy podprzestrzenia przestrzeni V' jesli spetnione sa naste-
pujace warunki:

1. JeSiu,v e Wtou+veW,

2. JeSlike Kiuve W tokueW

Jesli spetnione sa warunki 1. i 2. to bedziemy moéwic, ze zbior W jest za-
mkniety ze wzgledu na dodawanie i mnozenie przez skalary.

Uwaga 1 Jesli W jest podprzestrzenig przestrzeni V- nad ciatem K to jest
rowniez przestrzeniq lintowg nad K.

Przyktady podprzestrzeni:
1. Zbiér zlozony z wektoréw (x1,0,...,0) jest podprzestrzenia przestrzeni
R™.



2. Zbiér ciggdéw zbieznych jest podprzestrzenig przestrzeni RY ciggéw o wyra-
zach rzeczywistych. Rzeczywiscie jesli (2, )nen 1 (Yn)nen sa ciagami zbieznymi
to istnieja liczby x iy, ze nhrrolo Tp =T, nhnolo Yn =y 1 wtedy:

i (2, 9,) = Jim 4 iy, = 4y

zatem ciag (Tn)nen + (Yn)nen jest rowniez zbiezny. Drugi warunek sprawdza
sie analogicznie.

3. Zbioér ciggdédw zbieznych do zera jest podprzestrzenia przestrzeni z punktu
poprzedniego (a takze podprzestrzenia przestrzeni RY).

4. Zbiér Klz|, = {f(z) € K[z]; stf < n} wielomianéw o wspétczynnikach z
ciata K, ktorych stopien nie przekracza ustalonej liczby n jest podprzestrze-
nig przestrzeni K|z].

5. Zbioér funkcji rézniczkowalnych jest podprzestrzenia przestrzeni C.

6. Jesli V' jest przestrzenig liniowa nad cialem K i O jest wektorem zero-
wym to {0} jest podprzestrzenia przestrzeni V. Podprzestrzen ta nazywamy
podprzestrzenia zerows.

Jesli W jest podprzestrzenia przestrzeni V' to bedziemy pisa¢ W < V.
Niech U, W < V wtedy przez U + W oznacza¢ bedziemy zbiér wszystkich
wektoréw u + w, gdzie u € U, w € W, wiec:

U+W=A{u+w; uelUweW}

Twierdzenie 2 Jesli U i+ W sq podprzestrzeniami przestrzent V- to U N W
1 U+ W sq podprzestrzeniami przestrzeni V.

Dowéd
1. Sprawdzimy najpierw, ze U N W jest podprzestrzenia. Wynika to z naste-
pujacego ciagu implikacji:

r,2yeUNW =sz,ycUANz,yeW =sao+ycUAz+yW = a4+yc UNW
oraz
reUnNW=xcUANzeW=krxcUNkaW =>kzecUNW

dla kazdego k € K.
2. Sprawdzimy, ze U + W jest podprzestrzenia. Rzeczywiscie:

ryyelU4+W=zr=ut+w,y=u+w =>cx+y=u+w+u +w, =
ututwt+w eU+W
—— N—

eU eEw

drugi warunek podprzestrzeni sprawdza si¢ analogicznie.



