Wyktad 19

Geometria analityczna cd.

Réwnanie plaszczyzny

Niech Py(zo, Yo, 20) bedzie punktem w przestrzeni i niech W = [A, B, C] be-
dzie dowolnym wektorem. Wtedy ptaszczyzne okreslamy jako zbior wszyst-
kich punktéw Q(z,y, z) takich, ze wektor FPy@) jest prostopadly do wekto-
ra 7. Z tego okreélenia plaszczyzny mozemy wyprowadzi¢ réwnanie ogdlne
plaszczyzny. Poniewaz wektor ]5(;@ =[x — xo,y — Yo, 2 — 20 jest prostopadly
do W = [A, B, C] to mamy:

[x_x())y_y()?Z_ZO]O[A’B)C] =0

stad mamy:
Az — 0) + B(y — yo) + C(2 — 20) =0

jesli przyjmiemy D = —Axg — Byy — Cz to dostajemy roéwnanie:
Ar+By+Cz+D =0

wektor o wspétrzednych [A, B, C] jest prostopadly do plaszczyzny. Wektor

ten nazywamy wektorem normalnym ptaszczyzny.

Zadanie Wyznaczy¢ réwnanie plaszezyzny przechodzacej przez punkty Py (1, —1,2),
Py(2,2,0), P3(1,-2,3).

Rozwigzanie Aby wyznaczy¢ rownanie ptaszczyzny trzeba wyznaczy¢ wek-

tor normalny do ptaszczyzny. Mozna zauwazy¢, ze wektor ten jest prostopa-

dty do wektoréw P, P, i P, P3 zatem mozemy przyjac:

W:P1P2XP1P3

Stad tatwo juz otrzymac réwnanie plaszczyzny.

Odleglosé punktu od ptaszczyzny

Niech Ax+ By+Cz+ D = 0 bedzie dowolna ptaszczyzna i niech Py(xq, Yo, 20)
bedzie dowolnym punktem. Wtedy odlegtosé d tego punktu od ptaszczyzny
wyraza sie wzorem:

_ |Azg + Byo + Cz + D]
A2+ B2+ (2

Wzajemne potozenie dwéch ptaszczyzn
Wzajemne potozenie dwoch ptaszezyzn:

d

A1$+B1y+012+D1:0
A2$+Bgy+CQZ+D2:0
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badajac wzajemne potozenie wektoréw normalnych.
Ptaszczyzny te sa réwnolegte wtedy i tylko wtedy gdy wektory normalne
[A1, By, C1] i [Ag, By, Cy] czyli

A _B G
Ay By
Ptaszczyzny pokrywaja sie gdy:

Ay B Ci Dy
Ay By Cy Dy
wynika to bezposrednio z twierdzenia Kroneckera-Capellego.

Jesli wektory normalne do pltaszczyzn nie sa réwnolegte to ptaszczyzny prze-
cinaja si¢ wzdtuz prostej:

A1$+B1y+012+D1:0
A2$+Bgy+CQZ+D2:O

takie przedstawienie prostej w przestrzeni nazywamy réwnaniem krawe-
dziowym prostej.

Pek plaszczyzn

Jesli prosta [ jest dana w postaci krawedziowej:

Az + Biy+Ciz+ Dy =0
A2$+Bgy+CQZ+D2:O

to:
a(A1z + Byy + Ciz + Dy) + f(Asx + Boy + Coz + Dy) =0

dla réznych wartoéci parametrow « i 3 przedstawia zbior plaszczyzn prze-
chodzacych przez prosta [, zbiér ten nazywamy pekiem plaszczyzn wyzna-
czonych przez prosta (.
Zadanie Znalez¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt P(3,2,1)
1 zawierajacej prosta:

r+2y—324+4=0

r—3Yy+22—-1=0

Réwnanie parametryczne prostej
Prosta bedziemy tutaj przedstawia¢ w nastepujacy sposob. Wybieramy
wektor a = (24, Ya, 24) 1 punkt P(zo, Yo, 20). Zbiér punktéw Q(z,y, z) takich,
ze wektor l@ jest réwnolegty do a tworzy prosta w przystrzeni. Wektor @
ma wspoétrzedne (x — 2o,y — Yo, 2 — 20), @ prosta ma wzor:
T—Zo Y—Y ~Z— %

Lg, Ya Za
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Réwnanie to nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej, a wektor a nazy-
wamy wektorem kierunkowym. Jesli wprowadzimy dodatkowo parametr ¢,
taki ze:
=T _Y~Y% _ =2~ %0 _y
‘,'Ca ya ZG

i wyznaczymy x,y, z to otrzymamy nastepujacy uktad rownan:

T =To+ x,t

y:y0+yat
Zz2=2zo+ 2.t

Uktad ten okresla zbior punktéw lezacych na prostej, dla réznych wartosci
parametru ¢ otrzymujemy rézne punkty lezace na prostej. Takie przedstawie-
nie prostej nazywamy réwnaniem parametrycznym prostej. Warto zauwazyc¢,
ze rOwnanie parametryczne zawiera w swoim wzorze wspoOtrzedne punktu
przez ktoéry ta prosta przechodzi oraz wspotrzedne wektora kierunkowego tej
prostej.

Przyklad Zapisa¢ w postaci parametrycznej prosta:

r+2y—32+1=0
2 +y+32—4=0

Przyktad Wyznaczyé¢ odlegtosé punktu P(1,2,3) od proste;

r=1+1¢
y=—1+2t
z=2+t

Przyktad Sprawdzi¢, czy proste

y=—1+2t y=-—-1+2t
z2=2+1 z=1t

sa skosne i znalez¢ odlegtosé miedzy nimi.
Powierzchnie stopnia drugiego

Podobnie jak na ptaszczyznie mozna sklasyfikowa¢ powierzchnie stopnia
2 w przestrzeni.

(1) Sfera o $rodku w punkcie S(xo, 4o, 20) 1 0 promieniu R ma réwnanie:
(x —20)* + (y —y0)* + (2 — 20)* = R?,

(2) Elipsoida % + 4 + 2 =1,



(3) Hiperboloida jednopowtokowa 2—; z—z — %; =1,
(4) Hiperboloida dwupowtokowa i—z - %—2 — i—; =1,

(5) Paraboloida eliptyczna 2—; g—j =2z,

(6) Paraboloida hiperboliczna i—j - z—j = 2z.

Walce:

Walcem lub powierzchnia walcowa nazywamy powierzchnig, ktoéra jest
utworzona przez uktad prostych réwnolegtych przecinajacych pewna krzywa
np. réwnania: ’2—2 +H =1 5-% =1, y? = 2px przedstawiajg walce w
przestrzeni.

Stozki:

Stozkiem lub powierzchnig stozkowa nazywamy powierzchnie, ktéra jest
utworzona przez uktad prostych przechodzacych przez ustalony punkt w prze-
strzeni i przecinajacych krzywa. Walcem jest na przyktad powierzchnia o
rownaniu: 2—22, + % -5 =0
Powierzchnie prostokreslne

Powierzchnie utworzone przez uktady linii nazywamy powierzchniami pro-
stokreslnymi. Oczywiscie walce 1 stozki sg prostokreslne.

Hiperboloida jednopowlokowa i paraboloida hiperboliczna sg powierzchniami

prostokreslnymi. Rzeczywiscie réwnanie 2% Z—; — % = 1 mozna zapisa¢ w
postaci:

2 2 , y?

a’> 2 b?

i korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia:

(GG -0-00+)

mozemy wprowadzi¢ parametr ¢ i otrzymujemy:

(5-9-0-D0(+D-0-1)!

co dla réznych wartosci parametru ¢ daje prosta catkowicie zawartg w po-
wierzchni.
Powierzchnie obrotowe
Jesli powierzchnia jest utworzona przez obrot pewnej krzywej dookota
pewnej osi to powierzchnie takg nazywamy powierzchnig obrotows. Na przy-
A, 2 2 L . . .
ktad jesli elipse: 73 + ¥z = 1 na plaszczyznie xy obrécimy dookota osi Oy to
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w efecie o trzymamy w przestrzeni elipsoide obrotowa o wzorze:

I‘Q y2 22



