Wyktad 17

Geometria analityczna cd.
Geometria analityczna w przestrzeni R?

Podobnie jak w przypadku geometrii na plaszczyznie bedziemy mowic¢
o uktadzie wspotrzednych. Uktad taki powstaje przez obranie punktu 0 i
wybranie trzech osi wzajemnie prostopadtych 0z, Oy, 0z. Istnieja dwie klasy
uktadow wspotrzednych réznigce sie skretnoscia.
W przestrzeni tréjwymiarowej, kazdy punkt P moze by¢ przedstawiony za
pomocy trzech wspoétrzedych (x,y, ). Jesli dane sa dwa punkty Py (1,1, 21)
i Po(xa, 10, 23) to ich odleglosé wyraza sie nastepujaco:

|PLPs| = [ (21— 22)2 + (31 — y2)? + (21 — 22)?

Wektorem nazywamy uporzadkowana pare punktéow (P;, P;) i oznaczamy go
S
przez P P,. Punkt P, nazywamy poczatkiem wektora, a punkt P, koncem.
/7 ;. . =

Odleglosé Py od P, nazywamy ditugoscia wektora i oznaczamy przez | Py P|.
Podobnie jak na ptaszczyznie bedziemy mowi¢ o wektorach swobodnych. W
tym przypadku utozsamiamy wektory, ktore maja ten sam kierunek, ten sam
zwrot 1 ta samg dhugos¢, a wiec w przypadku wektorow swobodnych punkt
zaczepienia nie ma znaczenia, wazne sa tylko jego dlugosé, zwrot i kieru-
nek. Jesli wektor swobodny Py P, jest okreslony przez punkty Pj(xy,y1,21) i
Py(x9, 99, 22) to wektor ten ma wspétrzedne:

—
PPy = (x5 — 21,y2 — Y1, 22 — 21

Wektory mozemy, wiec utozsamiaé¢ z troéjkami liczb rzeczywistych. Wektory
swobodne mozna dodawaé i mnozy¢ przez liczby rzeczywiste (skalary). Do-
dawanie wektoréw zdefiniowane jest dokladnie tak samo jak na ptaszczyznie,
podobnie definiujemy mnozenie przez skalary. Dziatania te mozna rowniez
zdefiniowaé¢ dla trojek liczb rzeczywistych:

[xlayla 21] + [$2,y2,22] = [$1 + Zo,y1 + Y2,21 + Zz]

azy,y1, 21) = [z, ayr, az]

Struktura (R, +) jest grupa abelowa (podobnie jak struktura wektoréw swo-
bodnych wraz z dodawaniem). Mnozenie skalaréw przez wektory ma naste-
pujace wlasnoéci: dla kazdego a,b € R3, «, 3 € R:

(i) a(a+b) = aa + ab,

(i) (a+ B)a = aa+ fa,

(it}) (aB)a = a(fa),



(iv) la = a.
Dtugosé wektora
Jesli wektor @ ma wspolrzedne [4, yq, 24] to jego dtugosé jest wyrazona wzo-

rem:
la| = \/ai +yz + 22

Wtasnosci dtugosci wektoréw sa podobne jak wtasnosci dtugosci wektorow
na ptaszczyznie:
(i) la+ 0 < af + ],
(if) Joa| = |olal.

Wektor a nazywa si¢ wersorem jesli |a| = 1. Wersory, ktory sa potozone
na osiach nazywamy wersorami osi i oznaczamy je ¢ dla osi Ox, ;5 dla osi Oy, k
dla osi 0z. Jak tatwo zauwazy wersory osi maja wspotrzedne: ¢ = [1,0,0],j =
[0,1,0],k = [0,0,1]. Jesli a,b, ¢ sa trzema wektorami, a «, (3, skalarami to
aa + Bb + vye nazywamy liniowa kombinacjg wektoréw a, b, c.
Kazdy wektor da si¢ jednoznacznie przedstawi¢ jako liniowa kombinacje wer-
sorow 1, 7, k. Jesli wektor a ma wspotrzedne x,, y,, 2, to

a = Tal + Yo + 2ak.

Rzeczywiscie a = [Ta, Ya, 2a] = Ta[l,0,0] +y4[0, 1, 0]+ 2,[0,0, 1] = x4t +yaj +
z.k.
Wektory a, b, c nazywamy komplanarnymi wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
plaszczyzna do ktorej te wektory sg rownolegte. Inaczej mowiac wektory a, b, ¢
sg komplanarne wtedy i tylko wtedy gdy jeden z nich jest liniowa kombinacja
pozostatych wektoréw, np. a = b+ ~vc.
Iloczyn skalarny

lloczynem skalarnym wektoréw a = [x1,y1, 21] 1 b = |22, ya, 20] nazywamy
liczbe rzeczywista x1x9 + y1y2 + 2122 1 oznaczamy ja przez a o b.
Wtlasnosci iloczynu skalarnego

Niech a,b,c bedg trzema wektorami, i niech a bedzie skalarem, wtedy
iloczyn skalarny ma nastepujace wtasnosci:
(i) (a+b)oc=aoc+boc,
(ii) (aa) ob=a(aob) =ao (ab),
(iii) aob="boa,
(iv)aca>0iaoca=0 < a=0.
Ponadto mozna zauwazy¢, ze |a] = \/a o a.
Katem miedzy wektorami a i b nazywamy mniejszy z katéw, wyznaczonych
przez przecinajace sie proste wyznaczone przez te wektory. Kat miedzy wek-
torami a i b wyznaczony jest wzorem:

aob
cos(<t(a, b)) = allD|




Wektory a, b nazywamy ortogonalnymi wtedy i tylko wtedy gdy aob =0
(inaczej méwige wektory sg ortogonalne gdy kat miedzy nimi jest réwny 7).
Zadanie Wyznaczy¢ kat miedzy wektorami a = [2,0,—1] 1 b = [1, 3, 0].
Rozwigzanie Obliczamy: aob =2, |a| = v22 + 12 = /5, |b| = V12 + 32 =
V10 i otrzymujemy:

cos(<t(a, b)) = ach 2

~allbl V5V10

Iloczyn wektorowy
Hoczynem wektorowym wektoréw a = [Z4, Ya, 24 1 b = [Tb, s, 2p] nazywamy
wektor, ktory ma nastepujace wspotrzedne:

[yazb — YbZa, Tb2aq — LaRby LalYp — xbya]

i oznaczamy go przez a X b.
Sposéb obliczania iloczynu wektorowego. Iloczyn wektorowy wektorow a =
[Ta, Ya, 2] 1 b= [Tp, Yp, 25] mozna wyrazié przez wyznacznik:

1 J k
axb=|2, Yo 2a4
Tr U b

gdzie 1, j, k sa wersorami osi. Wyznacznik ten formalnie nie ma sensu (pierw-
szy wiersz sklada sie z wektorow) ale pozwala tatwo zapamietaé sposob ob-
liczania iloczynu wektorowego.
Mozna zauwazy¢, ze:
(i) |a x b = [al[b] sin(<(a, b)),
(i) wektor a x b jest ortogonalny do wektora a i b,
(iii) zwrot wektora a x b jest okre§lony przez tzw. regule sruby prawoskretne;
lub trzech palcéw lewej dtoni.
(iv) @ x b = 0 wtedy i tylko wtedy gdy a i b sa wektorami kolinearnymi,
(V) axb=—-bxa,
(vi) (a+b) xc=axc+bxc,
(vii) (aa) x b= a(a x b).
Z punktu (iv) tatwo wynika, ze wektory a = [%4, Ya, 2a] 1 b = [T4, Ys, 2] sa
kolinearne wtedy i tylko wtedy gdy:

xa . ya . ZCL

Ty Yp Zb

Zadanie Obliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach w punktach Pi(1,2,3), P,(0,—1,—1),
PS(L 07 1)



Rozwigzanie Jesli wyznaczymy wektory PP, i P;P3 to pole trojkata jest
réwne PA = %‘Plng.Plng'SiIl(<I(P1P2,P1P3)), zatem PA = %|P1P2 X P1P3|.
Obliczmy

ik
P1P2 X P1P3 =|-1 -3 -4 |= [—2, —2,2]
0 -2 -2

PP, x PP = /(=2) + (—2)2 + 22 = V12 =23
wiec

1

Iloczyn mieszany

Niech a = [24, Ya, 2a], b = [T0, Yb, 28], ¢ = [Te, Ye, 2¢] Deda trzema wektora-
mi, wtedy liczbe (a x b) o ¢ nazywamy iloczynem mieszanym wektoréw a, b i
c. Illoczyn mieszany mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

Lo Ya Za
(axb)oc: Tpb Yb Zp
Le Ye ~c

Modut iloczynu mieszanego wektorow a, b i ¢ wyraza objetos¢ rownolegto-
Scianu zbudowanego na tych wektorach.

Powyzsze stwierdzenie oznacza réwniez, ze wektory a, b i ¢ sa komplanarne
wtedy i tylko wtedy gdy réwnolegtoscian zbudowany na tych wektorach ma
objetos¢ rowna zero. Zatem wektory a, b i ¢ sa komplanarne wtedy i tylko
wtedy gdy (a x b) oc = 0.



