Wyktad 16

Geometria analityczna

Przeglad wiadomosci z geometrii analitycznej na plaszczyznie
Ortokartezjanski uktad wspotrzednych powstaje przez ustalenie punktu

poczatkowego O zwanego poczatkiem uktadu wspétrzednych i dwoch pro-

stych skierowanych, wzajemnie prostopadtych, przecinajacych sie¢ w punkcie

O: OV .

~0X

Ukladem wspélrzednych nazywamy uporzadkowang pare (OX,0Y),
gdzie OX 1 OY sa osiami wspoirzednych.
Odlegtoscia dwoch punktow Pp i P, nazywamy diugosé odcinka Py P:

OY
P2($27y2>

/

Pi(z1, 1) - OX

Odlegtos¢ tych punktéw wyraza sie wzorem:

|PLPy| = /(1 — 2)2 + (31 — 12)?

Wektorem nazywamy uporzadkowana pare punktéw (Pj, P») na plaszczyz-
nie i oznaczamy go przez P Ps:



OY

P,

.
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Punkt P, nazywamy poczatkiem wektora, a punkt P koncem. Odlegtos¢
| P, P»| nazywamy dlugoscia wektora. Wektor PP nazywamy wektorem zero-
wym. Kazda prostg réwnolegta do wektora fTP; nazywamy kierunkiem tego
wektora. Wektory nazywamy réownoleglymi (kolinearnymi) jesli maja row-
nolegte kierunki. Méwimy, ze dwa wektory kolinearne m) , @1 majq taki
sam zwrot gdy odcinki P, Py, P, P; maja punkt wspolny w przeciwnym razie
mowimy, ze wektory maja zwrot przeciwny. N
_]})ladjivolnych punktéw Py, P, Py wektor Py P3 nazywamy sumag wektorow
PPy, P,P5 1 piszemy:

PiPs = PP+ PPs

OY Py
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Wektory fTP;, ﬁ nazywamy réwnowaznymi, gdy maja taka samg
dhugosé, sa kolinearne i maja ten sam zwrot. Bedziemy takie wektory uwazaé
za réwne 1 nagywaé je bedziemy wektorami swobodnymi. Wektory swobod-
ne bedziemy oznacza¢ malymi literami alfabetu i czasem bedziemy uzywacé
strzatek. Kazdy wektor swobodny na ptaszczyznie utozsamia¢ bedziemy z
parg liczb rzeczywistych [z, y]. Jesli Pi(x1,x5) jest poczatkiem wektora, a
Py(x9,79) jego konicem to z = x9 — 1,y = y2 — y1. Dowolne dwa wektory
swobodne mozna dodawacé i jesli a = [z4, Ya], b = [zs, ys] to:

a+b=[rq+ Tb, Ya, Yo)



Dowolny wektor mozna mnozy¢ przez liczbe:

aa = afTq, Yo| = [, ay,)
Zbiér wektoréw swobodnych mozna utozsamiaé ze zbiorem R2.
Stwierdzenie 1 Struktura (R?,+) jest grupg abelowg.

Réwnowaznie mozna méwié¢ o grupie abelowej wektoréw swobodnych z
dodawaniem wektorow.

Wtlasno$ci mnozenia wektoréw przez liczbe
Dla kazdych wektoréw a,b € R?, o, 3 € R mamy:
(i) a(a+b) = aa + ab,

(i) (o + B)a = aa + Ba,

Em) (aB)a = a(fa),

iv) la = a.

Dhugoscia wektora P, P, nazywamy dlugosé odcinka P P i oznaczamy przez

| P, Ps|. Jedli a = [x,y] to
la] = /2% + ¢

Wtasnosci dtugosci wektora
(i) la+b] < lal + 10|
(ii) Joa| = |o||al
Dowdéd Niech a = [x1,11], b = |22, y2]. Oznaczmy przez z; liczbe zespolong
1 + Y11, a przez 2z liczbe xo + yoi, wtedy dtugoscia wektora a jest modut z
liczby z1, dtugoscig wektora b modut z 25, a dtugoscia a 4+ b modut z z; + 25 i
punkt (i) wynika z odpowiedniej nieréwnosci dla modutéw. Punkt (i) mozna
udowodni¢ wprost z definicji.ll
Wektor a nazywamy wersorem jedli |a| = 1.
Iloczyn skalarny wektoréw

Niech a = [24, Ya], b = [z3, yp] Wtedy iloczynem skalarnym wektoréw a i b
nazywamy liczbe z,2p + Y,y 1 0zZnaczamy go przez a o b.
Wlasnosci iloczynu skalarnego
()

aob
cos[<(a, b)] = allD

(i) aob=boa,
(iii) (aa) o b= afaob),
(iv) (a+b)oc=aoc+boc,



(V)aoca>0iaoca=0 < a=0.

Mozna zauwazy¢, ze jesli u jest dowolnym wektorem to |u| = v/u o .
Katem miedzy wektorami nazywamy mniejszy z dwoch katow, ktore te
wektory wyznaczaja. Zatem jesli ¢ jest katem miedzy wektorami a i b to
0 < ¢ < 7. Do obliczania kata miedzy wektorami wykorzysta¢ mozna ilo-
czyn skalarny 1 wlasnosé (i) iloczynu.

Dwa wektory a i b nazywamy ortogonalnymi wtedy i tylko wtedy gdy
aob = 0. Jak wida¢ z wlasnosci (i) wektory sa ortogonalne wtedy i tylko
wtedy gdy kat miedzy nimi jest réwny 7 (czyli sa prostopadte).

Wektory a = [24,ya] 1 b = [xp,ys] sa kolinearne (réwnoleglte) wtedy i
tylko wtedy gdy 7* = “. Rzeczywiscie wektory a = [T, Yal, b = [24, ys] sa
rownolegte gdy kat pomiedzy nimi jest rowny 0 lub 7, a wiec na podstawie

wtlasnosci (i) iloczynu skalarnego mamy: ﬁ =1 lub % = —1. Stad

TaZp + YalYp = \/fz + yg\/l’g + 9

lub

Taly + Yalo = —\/wi + yi\/ﬂf? + i

i podnoszac te réwnosci do kwadratu otrzymujemy:

T2T) + 2ol + Yals = Ty + ToYp + ThYs + Yals

a stad:
22Ty = Toly + TYe
wiec:
22yp — 2T, TYaly + Y2 =0
(TaYo — TpYa)® = 0
zatem:

LTalb = TplYa

Ta  Ya

Tp Yb
To oznacza, ze dwa wektory a i b sa kolinerarne wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje a € R, ze b = aa. Méwimy, ze wektory kolinearne a i b maja ten sam
zwrot gdy a > 0, a gdy a < 0 to méwimy, ze wektory majg zwrot przeciwny
(czasami bedziemy méwié¢ o wektorach zgodnie lub przeciwnie réwnolegtych).



Réwnanie prostej

Niech P(z,yo) bedzie dowolnym punktem i niech n = [A, B] bedzie do-
wolnym wektorem. Zbiorem wszystkich punktow Q(z,y) takich, ze wektor
F@ jest prostopadty do n jest prosta na ptaszczyznie:

OY
Q(z,y)
‘n\ P(%,yo)
~0X
O

Poniewaz wektory n i PO = [z — z9,y — yo| sa ortogonalne, wiec mamy
noPQ = 0, wiec A(x—x0)+B(y—10) = 0. Stad mamy: Az+ By+ Axog+ Byy =
0, przyjmujac C' = Az + By, otrzymujemy réwnanie ogblne prostej:

Ar+ By+C=0

Réwnanie to jest wyznaczone przez wektor prostopadty do prostej n = [A, B]
zwany wektorem normalnym tej proste;j.
Wzajemne polozenie dwoch prostych
Kat miedzy prostymi rowny jest katowi miedzy wektorami normalnymi.
Wiec dwie proste sa rownolegte gdy ich wektory normalne sa réwnolegte.
Proste:
A11‘+B1y+01 :0, A2$+Bgy+02 =0

58
(1) réwnolegte wtedy i tylko wtedy gdy
A B
A2 a BQ
(2) pokrywaja sie gdy:
A _ B G
Ay By

(3) sa prostopadte gdy:
AlAQ + BlBQ == 0



Przyktad Wyznaczymy prosta przechodzaca przez dwa punkty (1,2) i (3,4).
Wystarczy wyznaczy¢ wektor normalny tej prostej, to znaczy wektor prosto-
padly do wektora [2, 2]. Takim wektorem moze by¢ na przyktad [—1, 1]. Zatem
rOwnanie naszej prostej jest nastepujace:

—(z-1)+y-2)=0

a wiec:
—r+y—1=0

Zadanie Wyznaczy¢ rownanie prostej prostopadtej do —x + 2y +1 = 0
przechodzacej przez punkt P(1,2).

Rozwigzanie Wektor normalny szukanej prostej jest prostopadty do wektora
[—1,2], ktéry jest wektorem normalnym prostej danej, wiec moze to byé¢ na
przyktad wektor [2,1]. Zatem réwnanie prostej szukanej ma postaé 2z +
y + C = 0 i poniewaz prosta ma przechodzi¢ przez punkt (1,2) to mamy
2-1+24+C =0, stad C' = —4. Réownanie szukanej prostej ma postac:

2r4+y—4=0

Odlegtosé punktu od prostej

Odlegtoscig punktu P od prostej [ nazywamy dtugosé najmniejszego od-
cinka taczacego punkt P z prosta [. Nietrudno si¢ domysli¢, ze tym najkrot-
szym odcinkiem bedzie odcinek, ktory jest prostopadty do naszej proste;j.
Niech P(z,yo) bedzie dowolnym punktem i niech Az + By + C = 0 bedzie
réwnaniem prostej. Oznaczmy przez n wektor [A, B] normalny do naszej
prostej. Wybierzmy dowolny punkt Q(z1,y;1) lezacy na naszej prostej, wiec
Axy+ By, +C = 0.

P(%, yo)

PN

Q(z1,11)

Jesli oznaczymy przez d odlegtos¢ punktu P od prostej to kosinus kata «
zawartego miedzy odcinkiem prostopadltym do prostej przechodzacym przez



P, a odcinkiem PQ jest réwny:

_d
cosa = w
z drugiej strony mamy:
|nero
T miPa

modut wynika z faktu, ze kosinus kata jest wickszy od zera, a kat miedzy
wektorem ]@, a n moze by¢ rozwarty. Porownujac dwie ostatnie rownosci

mamy:
d noP_Q)
[PQ[  ||n[|PQ)]
stad:
g no@ :‘[A,B]O[xl—;vo,yl—yo] _ ‘Axg—l—Byo—i—C'
] VA VI B

ostatnia rownosc¢ jest spelniona bo —C' = Ax; + By;. Zatem otrzymalismy
wzér na odlegtosé d punktu P(xg, o) od prostej Ax + By + C = 0:

_ |A$0+By0+0‘

VA2 + B2

d

Réwnanie okregu
Okregiem o srodku S(zg,yp) 1 promieniu r nazywamy zbiér punktow,
ktorych odlegtosé od S jest rowna 7:

OY
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Jedli wybierzemy punkt Q(z,y) lezacy na okregu to jego odlegto$¢ od
punktu S(zg, yo) jest réwna:

QS| = \/(x — 20)2 + (y — y0)?

7



Ta odlegtos¢ jest réwna r, wiec otrzymujemy réwnanie okregu o srodku
S(xo,yo) 1 promieniu r:

(x—x0)* 4+ (y —yo)* =17

Roéwnanie elipsy

Elipsg nazywamy zbior wszystkich punktow, ktorych suma odlegtosci od
dwéch wybranych punktéw (zwanych ogniskami elipsy) jest stata.
Wyprowadzimy teraz wzor na elipse, ktorej ogniska potozone sa w dwoch
punktach Fi(c,0) i Fy(—c,0), a stata suma odleglosci jest rowna 2a. Niech
Q(z,y) bedzie dowolnym punktem poltozonym na naszej elipsie. Wtedy zgod-
nie z nasza definicja mamy |F1Q| + |FoQ| = 2a, a wiec:

V@ =2+ 92+ /(x +0)2 + 12 =20

przenoszac drugi z pierwiastkow na drugg strone otrzymujemy:

V(e —e)?2+y?=2a—/(x+ )+ y?

podnosimy obie strony do kwadratu:

2% — 2xc+ A+ y? = 4a® — day/(x 4 )2 + 42 + 2% + 2w + P + 7,

stad:

—4ac —4a® = —4ar/(z + ¢)? + o2

i dzielac przez —4:
re+a® = ay/(x 4 c)? + 52
znowu podnosimy do kwadratu:
22 + 2a*xc + a* = a*2® + 2a%xc + a*c + a*y?

porzadkujac wyrazy otrzymujemy:

(a? — A)a? + a2y = a?(a® — &2)
dzielimy obustronnie przez a?(a* — ¢?) dostajemy:

22 y2
-+ 2 2
—c

=1
a?  a

oczywiscie, zeby zdania mialo sens to 2a > 2¢, wiec a? — ¢ > 0. Przyjmijmy
wiec b2 = a? — ¢? i otrzymujemy réwnanie elipsy:

Styczna do elipsy



Stwierdzenie 2 Prosta Ax + By + C = 0 jest styczna do elipsy ﬁ—z + z—j =
wtedy i tylko wtedy gdy A%a® + B?b* = C2.

Dowdd Prosta jest styczna do elipsy wtedy i tylko wtedy gdy uktad rownan:

22 y2
=
Az +By+C=0

ma doktadnie jedno rozwigzanie, a to zachodzi dey A%a®> + B =C* 1
Jesli punkt P(zg,y0) lezy na elipsie ﬁ—j + % = 1 to réwnanie prostej
stycznej do tej elipsy w punkcie P wyraza si¢ wzorem

TTo YW _

a? b2
i poniewaz jest speliony warunek ze stwierdzenia to prosta jest styczna.
Rzeczywiscie prosta ta ma punkt wspolny z elipsa (jest nim punkt P).
Rownanie hiperboli

Hiperbola nazywamy zbior wszystkich punktéw, ktorych modut réznicy
odleglosci od dwéch wybranych punktéow (zwanych ogniskami hiperboli) jest
stata.

Podobnie jak poprzednio mozemy wyprowadzi¢ wzoér na hiperbole o ogni-
skach w punktach Fi(c,0), Fy(—c,0) i o statej réznicy réwnej 2a. Znowu
wybieramy punkt na hipeboli Q(z,y) i z definicji mamy |F1Q| — |F2Q| = 2a.
Wykonujac podobne jak poprzednio przeksztalcenia dochodzimy do:

ale tym razem z nieréwnosci tréjkata wynika, ze 2¢ > 2a, wiec mamy ¢®—a? >
0. Jedli przyjmiemy teraz b? = ¢ — a? to otrzymamy réwnanie hiperboli:

72 2
e !

Aby narysowa¢ wykres hiperboli o powyzszym réwnaniu zauwazmy, ze dla
y = 0 otrzymujemy x = +a. Zauwazmy réwniez, ze nasza krzywa posiada
dwie asymptoty: y = gx iy = —g:v
Podobnie jak dla elipsy mozemy rozwaza¢ warunki przy ktorych prosta jest
styczna do hiperboli.
Roé6wnanie paraboli

Parabolg nazywamy zbiér wszystkich punktéw réwnoodleglych od pro-
stej i od statego punktu. Prostg nazywamy kierownica, a punkt ogniskiem

paraboli.



Wyprowadzimy rownanie paraboli w przypadku gdy kierownica dana jest
wzorem r = —%p dla p > 0, a ognisko jest potozone w punkcie F(%p, 0) (to
nam gwarantuje, ze parabola bedzie miata wierzchotek w poczatku uktadu
wspOtrzednych. Niech P(z,y) bedzie punktem lezacym na paraboli. Wtedy
odlegltos¢ tego punktu od kierownicy wynosi x + %p, a odlegtos¢ od F wynosi

\/(x — 3p)? + . Z okreslenia paraboli mamy:

1 1
I — _ _»m)2 2
v+ 5p \/(I 5P +y

podnoszac do kwadratu mamy:

1 1
x2+xp+1p2:x2—xp—|—1p2+y2
stad otrzymujemy réwnanie paraboli:

y* = 2px
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