Wyktad 15

Uktady réwnan liniowych
Niech K bedzie cialem i niech aq, g, ..., a,, 3 € K. Réwnanie:

a1T1 + o + -+ apr, = 0

z niewiadomymi x4, T, . .., T, nazywamy roéwnaniem liniowym.
Uktad:

a1101 + 1222 + ... + a1 T, = by

a1 + A2%2 + ... + ATy = by

(1)

nazywamy uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi. Rozwigzaniem
uktadu nazywamy kazdy ciag elementéw (ay,as, ..., a,) € K", ktore podsta-
wione za zmienne xq, Zo, . . ., T, speliaja kazde z réwnan. Uklad (1) mozemy

zapisa¢ w innej, macierzowej, postaci:

a1 a12 N AT I b1
921 A22 ... QA9pn ) i) o b2
Aml Gm2 - CGmn T b,
wtedy macierz:
aii a2 N AT
A _ a1 a92 ... Qop
Am1 Am2 ... Omn

nazywamy macierzg wspotczynnikéw uktadu, jej elementy nazywamy wspot-

czynnikami, a macierz:

b
B=|
b
kolumng wyrazow wolnych. Przyjmujac:
L1
x=|"
T
nasz uktad zapiszemy, w postaci:
A-X=B



Zajmiemy si¢ najpierw przypadkiem, gdy uktad ma tyle samo zmiennych co
niewiadomych, to znaczy gdy macierz wspoltczynnikow A jest kwadratowa.

Uktad n réwnan z n niewiadomymi:

a11r1 + 129 + ...+ ALy = bl
A21T1 + Q22X + ... + QonTy = b2

(2)

Ap1%1 + Ap2T2 + ... + AppTp = bn

nazywamy ukladem Cramera ! wtedy i tylko wtedy gdy det A # 0, gdzie
A = [aij]nxn jest macierza wspoélezynnikéw tego ukladu.

Jesli A = [Ay,..., A;, ..., A,] jest macierza wspétezynnikow ukladu, a B
jest kolumng wyrazéw wolnych to przez A(; oznacza¢ bedziemy macierz
[A1,..., B, ..., A,], czyli A;) oznacza macierz, ktora powstata z macierzy
A przez zastapienie i-tej kolumny, kolumng wyrazéw wolnych.

Twierdzenie 1 Uklad Cramera ma dokladnie jedno rozwigzanie

(x1, T2, ...,xp)
dane wzorama:
det A(l) det A(g) det A(n)
706t A 7T TdetA T Tdet A
Dowdd Jedli zapiszemy uktad (2) w postaci macierzowej:
A-X=B8B

to, poniewaz det A # 0, to mozemy réwnanie wymnozy¢ lewostronnie przez
A=l Wtedy otrzymujemy:
X=A"B

co oznacza, ze rozwiazanie istnieje i jest jednoznaczne. Poniewaz:

1
A1 AD\T
detA( )
1 AP = [¢;], gdzie ¢;; = (—1)"" det A;;, to mamy:
T; = ﬁ(cilbl + Cigbz + ...+ Cmbn) =

L ((—1)i+1 det Ailbl + (—1)i+2 det Ainz + ...+ (_1)i+n det Ambn) ¢

=

det A
ay; aig ... bl . Qip
1 as1 Q22 ... bg cee Q2n |
detA LIS ... LIS ... ... ... o detAdetA(l)
anl Qp2 ... b, ... Gun

LG. Cramer (1704-1752) -matematyk szwajcarski, zajmowal sie uktadami réwnan linio-
wych i teoria wyznacznikéw.



réwnosé (1) jest prosta konsekwencja Twierdzenia Laplace’a (jest to rozwi-
niecie wyznacznika macierzy Ag;) wzgledem i-tej kolumny ).l

Wzory wystepujace w powyzszym réwnaniu nosza nazwe wzoréw Cra-
mera.
Przyklad Rozwiazemy metoda Cramera uktad:

201 + 2090 — 23+ 24 =7
$1—.’E2+1’3—(E4:—2
1+ 29+ 23+ 14 =10
4I1+3$2—2$3—I4:0

jest to uktad Cramera, poniewaz:

2 2 -1 1 2 2 -1 1
3.1 0
1 -1 1 -1 3 1 00
A=y 1 1 1T a1 1 20|77 _é _é _g =12
4 3 -2 -1 6 5 -3 0

Uklad jednorodny

Uktad réwnan nazywamy jednorodnym jesli kazdy wyraz wolny jest
réwny zero (czyli B = 0). Kazdy uktad jednorodny posiada co najmniej
jedno rozwigzanie x; = 0,29 = 0,..., 2, = 0. Wzory Cramera méwig, ze
jesli macierz wspotezynnikow uktadu jest kwadratowa i odwracalna to uktad
jednorodny ma doktadnie jedno rozwiazanie zerowe. Oznaczmy przez S zbiér
wszystkich rozwiazan uktadu jednorodnego AX = 0, czyli:

xq
24X =0

Tn
Stwierdzenie 1 Zbior S z dziataniem + jest grupg abelowq.

Dowdd Niech X,Y beda rozwigzaniami uktadu AX = 0, tzn. AX =01
AY =0, wtedy A(X +Y) = AX + AY = 0+ 0 = 0. Podobnie A(—X) =
—AX =01A0=0.1
Niech
AX =B

bedzie pewnym uktadem m réwnan z n niewiadomymi i niech aq,as, ..., an
bedzie jakimkolwiek rozwigzaniem tego uktadu. Oznaczmy przez C' macierz



ay
kolumnowg @ | Oznaczamy przez C'+ S zbiér elementéw postaci C'+ X,

Ay,
takich ze X € S:
C+S={C+X; XeS}

Stwierdzenie 2 Niech AX = B bedzie pewnym uktadem réwnan, niech
C = |ay,as,...,a,)" bedzie dowolnym rozwigzanie tego uktadu i niech S be-
dzie zbiorem rozwigzan uktadu jednorodnego AX = 0 wtedy zbior rozwigzan
uktadu AX = B jest postaci:

C+S={C+X; XS}

Dowd6d Niech D bedzie dowolnym rozwigzaniem uktadu AX = B wtedy
mamy AD = B oraz AC' = B odejmujac te rownosci stronami otrzymujemy:
A(D—-C) =0, zatem D—C € S. To oznacza, ze D € C+8S. Jesli D € C+S
to dla pewnego X € S mamy: AD = A(C+X)=AC+AX =B+0=2RB
czyli C + X jest rozwiagzaniem naszego uktadu.l

Stwierdzenie 3 Niech S bedzie zbiorem rozwigzan uktadu AX =0 wtedy ist-
nieje doktadnie r(A) elementow Xy, Xo, ..., Xya) € S, Ze kazdy inny element
X €S da sie zapisaé w postaci:

X = thl + tQXQ + -+ tr(A)Xr(A)
dla pewnych ty, 1o, ..., tya) € K.

Laczac dwa ostatnie stwierdzenia mamy, ze kazde rozwigzanie uktadu
AX = B da sie przedstawi¢ w postaci:

X=C+ LW X1+t Xo+- -+ tr(A)Xr(A)

gdzie Xy, Xy, ..., X;(4) sg rozwigzaniami uktadu jednorodnego AX = 0, a
C jest jakimkolwiek rozwigzaniem uktadu AX = B, t; sa dowolnymi ele-
mentami ciata K. Taki sposob przedstawienia nazywamy fundamentalnym
uktadem rozwigzan.

Dany jest uktad:

axy + apxs + ... + ay,x, = by
a2121 + a99x9 + ... + aopx, = b2

Am1T1 + QpaZ2 + ...+ ATy = bm

Z macierza wspotezynnikéw A i kolumng wyrazéw wolnych B. Macierz [A, B]
wymiaru m X (n + 1) nazywamy macierza rozszerzona. Nastepujace twier-
dzenie rozstrzyga kiedy uktad réwnan posiada rozwigzanie.

4



Twierdzenie 2 (Kronecker-Capelli) (i) Uklad réwnaii AX = B ma roz-
wigzanie wtedy i tylko wtedy gdy r(A) = r([A, B]).

(ii) Jesli r(A) =r([A, B]) = n to uklad ma dokladnie jedno rozwigzanie.

(iii) Jesli r(A) =r([A, B]) = k < n to uklad ma nieskoriczenie rozwigzani.

Whniosek 1 Jesli A jest macierzq kwadratowg stopnia n to uklad jednorodny
AX = 0 ma niezerowe rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy det A = 0.

Dowé6d

(<) Jesli uktad posiada niezerowe rozwiazanie to wyznacznik musi by¢ row-
ny zero, bo w przeciwnym przypadku A jest odwracalna i rozwigzanie jest
doktadnie jedno (zerowe).

(=) Jesli det A = 0 to r(A) =r([A,0]) = k < n iz Twierdzenia Kroneckera-
Capellego wynika, ze uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan.ll
Wykorzystanie algorytmu Gaussa w rozwigzywaniu ukladéw row-
nan

Dany jest uktad:

a1 + apxe + ...+ ax, = b1
211 + a929T9 + ...+ a9n Ty — bg

Am1T1 + Q29 + ...+ Qn Ly — bm

Mozna zauwazy¢, ze rozwiazanie uktadu si¢ nie zmieni jesli do pewnego réw-
nania doda sie inne pomnozone przez pewng stata. Nie zmieni si¢ takze je-
$li zamienimy dwa rownania miejscami i jesli pewne rownanie wymnozymy
przez niezerowq stata. Jesli bedziemy wykonywaé takie przeksztalcenia to wy-
konujemy je tylko na wspétczynnikach réwnan, czyli na wierszach macierzy
rozszerzonej:

a1 a19 N AT b1
921 929 .o Qop b2
m1 Am2 ... Gmp bm

Mozemy wiec uzy¢ algorytmu Gaussa do rozwigzywania uktadow rownan.
Przyklad Rozwiazemy uktad réwnan:
T+ 21‘2 — T3 = 1
—T —31’2—|—I3 =0
21‘1 + 31’2 — 2[E3 =5
Przyklad Zbadamy rozwigzalnos¢ uktadu rownan:
2x1+3x2—x3+2x4—x5 =4
-1 + 21‘2 + 31’3 — 3.174 + 31’5 =0
I1+£L'2+2.I'3—{E4+2[L'5:4

b}



Przyklad Zbadamy rozwiazalnos¢ uktadu rownan:

201+ 319 — 23 =4
—x1 — 229+ 323 =0
$1+l’2+21’3:4
ZL‘1—2I2+2I3:1

Wykorzystanie do odwracania macierzy

Niech A = [aij]nxn bedzie macierzg kwadratows stopnia n, chcemy wy-
znaczy¢ (o ile istnieje) macierz odwrotna do A to znaczy macierz B taka,
ze AB = I. Niech B; bedzie i-ta kolumng macierzy B. Zeby wyznaczyé B
trzeba rozwigza¢ n uktadéw réwnan:

gdzie X; jest i-ta kolumna macierzy jednostkowej, i € {1,...,n}. Mozemy te
uktady rozwigza¢ za jednym razem, to znaczy wykorzysta¢ przeksztatcenia
elementarne do uktadu (wraz z mnozeniem wiersza przez niezerowy wspot-
czynnik):

a1 Qa2 ... Qip 1 0 . 0
921 Q929 ... QAgp 0 1 e 0
Ap1 Ap2 ... QApp 0 0 c. 1

W tym przypadku stosujemy przeksztatcenia tak dtugo az dojdziemy po
prawej stronie do macierzy jednostkowej, a to co pojawi sie po drugiej stronie
jest poszukiwang macierza odwrotng. Proces, ktérym tu sie postugujemy na-
zywa sie procesem (albo algorytmem) Gaussa-Jordana (réznica ze zwykltym
algorytmem Gaussa polega na tym, ze tu nie zatrzymujemy sie na postaci
tréjkatnej ale proces prowadzimy dalej redukujac wyrazy nad przekatna).
Przykltad Odwrocimy, wykorzystujac proces Gaussa-Jordana, macierz:

0111
1 011
1 101
1 110



Ré6wnania macierzowe
Niech A bedzie dowolna macierza i niech B bedzie macierza. Rownanie:

AX =B

lub
XA=2B

nazywamy réwnaniem macierzowym. Ogolne metody rozwigzywania
takich réwnan sg podobne jak metody rozwigzywania roéwnan liniowych.
Mozna zauwazy¢, ze réwnania drugiego typu mozna zastapi¢ roOwnaniem
pierwszego typu. Mozemy réwnanie XA = B transponowaé obustronnie
(XA)T = BT, stad mamy ATXT = BT.
Macierze przemienne

Macierze A i B nazywamy przemiennymi gdy AB = BA. Szczegblnym
rOwnaniem macierzowym jest poszukiwania wszystkich macierzy przemien-
nych z pewng macierzg.
Przyklad Wyznaczymy wszystkie macierze przemienne z macierza:

i



