Wyktad 14
Wyznacznik macierzy cd.

Twierdzenie 1 Niech A bedzie macierzg kwadratowq 1 niech A;, A; bedg
dwiema réznymi jej kolumnami, wtedy dla dowolnego k € K :

det[Al,...,AZ-,...,Aj,...,An] :det[Al,...,Ai+kAj,..‘,Aj,...,An]

Dowdéd Udowodnilismy, ze:

det[Al,...,Ai—{—l{A]’,...,A]’,...,An] =
det[Al,...,Ai,...,Aj,...,An]—l—det[Al,...,kA

Ponadto det[Ay,...,kA;, ..., A;,..., A, = 0.1

j,...’

Twierdzenie 2 Jesli macierz A = [a;;]nxn jest macierzq trajkgtng to:
det A=ay; a0 aum

Dowéd Jesli 0 # i to W wyrazeniu ai,(1)024(2) * * - Gno(n) Wystepuje przynaj-
mniej jedno zero. Zatem det(A) = ayy - - ap, A
Zadanie Obliczy¢ wyznacznik macierzy:

12 3 4
23 1 2
11 1 -1
10 -2 —6

Rozwigzanie W Twierdzeniu 1 udowodnilismy, ze wyznacznik macierzy nie
zmienia sie gdy do pewnego wiersza macierzy dodamy inny pomnozony przez
stata. Mozemy wiec do drugiego wiersza doda¢ pierwszy pomnozony przez
-2

12 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
23 1 2|moa2y|0 =1 =5 —6|r—r|0 =1 =5 —6 [ri—n

11 1 -1 |1 1 1 -1 |0 -1 =2 —=5|

1 0 -2 —6 1 0 -2 -6 1 0 -2 -6

1 2 3 4|7m—72 |1 2 3 4 1 2 3 4

0 -1 =5 —6|7Ta—=2r2 |0 —1 =5 —6 |r=2r3| 0 —1 =5 —6 |r=rs
O -1 -2 -5 ~— |0 0 3 1| |0 0O 3 1|
0 -2 =5 —10 0o 0 5 2 0 0 -1 0

1 2 3 4 1 2 3 4

0 =1 =5 =6 |rgsry | 0 =1 =5 =G| _,

0 0 -1 0 0 0 -1 0

o 0 3 1 0 0 0 1




Twierdzenie 3 Jesli macierz kwadratowa A stopnia n ma postac:

=105

gdzie B 1 D sq macierzami kwadratowyms stopni k in—k, a 0 jest macierzg
zerowg wymiaru (n — k) X k, to:

det A = (det B) - (det D)

Zadanie Na podstawie powyzszego twierdzenia wyznacznik:

1 23 45

21101

321 21

00041

000 2 2
jest réwny:

1 2 3

4

2 11 ‘ 5 9 ‘

3 21
Twierdzenie 4 (Cauchy) Niech A i B bedg macierzami kwadratowymi stop-

nia n wtedy:

det(A - B) = det(A) det(B).

Zadanie Udowodni¢, ze jesli A jest macierza odwracalng to det A # 0 i

det(A™Y) = o5
Rozwigzanie Poniewaz A - A™! = [ to mamy det(A- A1) =det] =1. Z

twierdzenia Cauchy’ego mamy:

1 =det(A- A" =det(A) - det(A™)

zatem det A # 0 i otrzymujemy det(A™!) = detA.

Rozwiniecie wyznacznika wzgledem kolumny (wiersza) macierzy
Niech A = [a;j]nxn bedzie macierza kwadratowa, wtedy przez A;; ozna-

czaé bedziemy macierz wymiaru (n — 1) x (n — 1) powstala z macierzy A

przez wykreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Twierdzenie 5 (Laplace) Niech A bedzie macierzq stopnia n wtedy:

det A = alj(—l)lﬂ' det Alj + agj(—1)2+j det Agj + 4 anj(—l)”+j det Anja
det A = ail(—l)iJrl det Ail + aig(—l)i” det Aig + -+ am(—l)”" det Am



Pierwszy z powyzszych wzorow nazywamy rozwinieciem wyznacznika wzgle-
dem j-tej kolumny, a drugi wzgledem i-tego wiersza.
Zadanie Obliczy¢ wyznacznik:

W = DN
ot DN W
=~ Ot >

Rozwigzanie Rozwiniemy ten wyznacznik wzgledem drugiego wiersza:
3
5

Czesto wyznaczniki oblicza si¢ taczac rézne metody. Jesli korzystamy z
rozwiniecia wyznacznika dobrze jest czasem wyzerowac niektére elementy w
wierszu.

Zadanie Obliczy¢ wyznacznik:

3 4 2
1(_1\2+1
=11 ) 4 3

W DN

4
4

W = N
ot DN W
= Ot

| + 2(_1)2+2

| + 5(_1)2+3

— N O
O o
N — Ot =
— O = N

Rozwigzanie Mozemy najpierw wyzerowac elementy w pierwszej kolumnie
pod pierwszym wierszem, a nastepnie rozwina¢ wzgledem pierwszej kolumny:

w2—3w1
131 2 ws=2w |1 3 1 2 s 9 s
3 4 5 1 w4—|—:w1 0 -5 2 =5 A=) =2 —1 4
2 410 0 -2 -1 —4 7 3 3
-1 4 2 1 o 7 3 3

Niech A = [aij]nxn bedzie macierza kwadratowa, wtedy dopelnieniem
algebraicznym elementu a;; nazywaé bedziemy element b;; = (—1)"*7 det 4;;,
a macierz:

bin bz ... biy
AD . b21 b22 o .. an
bn]_ b’I’L2 o .. bnn

Obliczmy nastepujacy iloczyn A - (AP)T:



1. lloczyn i-tego wiersza i i-tej kolumny wynosi:

bi1
bio
i1, Gig, - - ., Qi) - = a;1bi1 + aigbio + - - - + ainbiy =
bin
aﬂ(—l)”l det Ail + aig(—l)i+2 det Aig + ...+ am(—l)”” det Ain =detA

2. lloczyn i-tego wiersza i j-tej kolumny dla ¢ # 7 wynosi:

b
b
i1, @iz, - . . Qi) - = anbji + apbjs + -+ - + ainbjn =
bin
ail(—l)jJrl det Ajl + aj2(_1)j+2 det A]'Q + ...+ am(—l)j*” det Ajn =0

ostatnia réwnos$¢ wynika z faktu, ze a;1(—1)7" det Ajp + ajo(—1)7* det Ajo+
oot @ (—1)T" det Ay, jest wyznacznikiem macierzy, ktora powstata z ma-
cierzy A przez zastapienie j-tego wiersza wierszem i-tym, wiec wyznacznik
ten jest rowny 0. Zatem mamy:

[ detA 0 0 0 0
0 detA 0 0
A-(AP)T = 0 0 detA 0

o O

0 0 0 0 detA |

co oznacza, ze jesli det A # 0 to macierz A jest odwracalna. Udowodnilismy,
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6 Macierz kwadratowa A jest odwracalne wtedy i tylko wtedy
gdy det A # 0.

Konstrukcja macierzy odwrotnej
Powtoérzmy jeszcze raz konstrukcje macierzy odwrotnej. Jesli A = [a;;]nxn
jest macierzg kwadratowg stopnia n to mamy:

L1

—_ AD T

detA< )
gdzie AP = [bij]nxn, bij = (—1)" det A;;, macierz A;; jest macierza kwadra-
towg stopnia n — 1, ktéra powstata z macierzy A przez wykreslanie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.



Zadanie Wyznaczy¢ macierz odwrotng do:

Przeksztalcenia elementarne wierszy macierzy

Niech A bedzie dowolng macierza o wymiarze m X n o wspoétczynnikach z
pewnego ciata K i niech A = [a;;];mxn. Przeksztalceniem elementarnym
wierszy macierzy A nazywamy jedno z ponizszych przeksztatcen:

(1) zamiana dwoch wybranych wierszy macierzy,

(2) dodanie do wiersza A; wiersza kA; (dla i # j).

(3) pomnozenie wybranego wiersza przez pewien element niezerowy ele-
ment ciata K.

Mozna réwniez mowi¢ o przeksztatceniach elementarnych kolumn macie-

r7y.

Whniosek 1 Jesli macierz A jest kwadratowa to pierwsze z przeksztalcen ele-
mentarnych zmienia tylko znak wyznacznika, a drugie nie zmienia wyznacz-
nika macierzy A.

Macierz A = [a;;]mxn Nazywamy macierzg trapezowsa jesli:

[ a;; a2 @iz ... ... QAip i
0 Qo2 A23 ... ... Q9pn
0 0 ass ... ... Qsp
A= 0 0 awpp ... Ggn
0 0 ... 0
L 0o ... ... 0 ... 0 |

przy czym wiersze od pierwszego do k-tego sa niezerowe

Twierdzenie 7 Niech A bedzie macierzq wymiaru m X n, wtedy przy po-
mocy przeksztatcen elementarnych mozna macierz A sprowadzi¢ do pewnej
macierzy trapezowe].

Dow6d W dowodzie wykorzystujemy tzw Algorytm Gaussa

Niech A = [@ij]mxn bedzie dowolng macierza. Jesli a1; # 0 to mozna przy po-
mocy tego elementu wyzerowaé wszystkie elementy lezace pod nim w pierw-
szej kolumnie w nastepujacy sposob:



od wiersza i-tego [a;1,a;o, . . ., @] odejmujemy wiersz pierwszy pomnozony
przez wspolezynnik (jest to przeksztalcenie (2)) 2% czyli #%-[a, arz; - - -, a1n)
otrzymujac: [0, a; — Z;ll 19, .« ., iy — Zﬁaln]. W ten sposéb pod elementem
pierwszym w pierwszej kolumnie pojawia si¢ zera. Jesli element a;; = 0
to mozemy zastosowaé przeksztatcenie (1), sprawdzamy ktéry z elementéw
a;1 jest niezerowy i przestawiamy wiersze. Po dokonaniu tych przeksztatcen

otrzymujemy macierz:

/ / / /

all 0/12 0/13 o e D aln
/ / /

0 ay ajy ... ... ay,
/ / /

0 ay azs ... ... as,
/ !/ /

0 ape Qg -0 oo Gy,

Dalej postepujemy tak samo dla macierzy (m — 1) x (n — 1):

/ / !/
a22 a/23 ... LIRS a2n
/ / /
a23 a/33 D o .. azgn
/ / /
Y

Zadanie Sprowadzi¢ do postaci trapezowej macierz:

1 2 3 4 5
3 2 1 =2 3
2 1 2 1 -1
1 11 1
oraz macierz:

1 2 3 4

3 2 1 =2

21 2 1

1 11 1

2 3 4 5

Rzedem macierzy A wymiaru m x n nazywamy ilo$¢ niezerowych wierszy
postaci trapezowej macierzy A i oznaczamy go przez r(A).

Uwaga 1 Jesli macierz A ma wymiar m x n to r(A) < min(m,n).
Uwaga 2 r(A) = r(AT).

Uwaga 3 Rzqd macierzy kwadratowej A stopnia n wynosi doktadnie n wtedy
i tylko wtedy gdy det A # 0.



Zadanie Wyznaczy¢ rzad macierzy w zaleznosci od parametru a:

1
1
a
1

Q = = =

1
a
1
1

—_ = = Q

Inne podejscie

Niech A bedzie macierza m x n wtedy minorem stopnia k& < min(m,n)
tej macierzy nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej powstatej z A
przez skreslenie m — k wierszy i n — k kolumn.
Przyklad Minorami stopnia 2 macierzy:

1
3
-1

ks W

1 2
5 1
2 1

1 , . .
sg na przyktad det [ 3 i ] (wykreslono ostatni wiersz oraz trzecig i czwarta

1

1
kolumne), lub det [ 1 9

1 (wykreslono drugi wiersz oraz druga i czwarta

kolumne).

Twierdzenie 8 Rzqd macierzy A jest rowny stopniowi maksymalnego nie-
zerowego minora zawartego w macierzy A.



