Wyktad 13

Wyznacznik macierzy
W zbiorze permutacji S, okreélamy funkcje sgn ! o wartosciach w zbiorze
{—1,1}, nastepujaco:

1, gdy permutacja o jest parzysta
sgn(o) = L .
—1, gdy permutacja o jest nieparzysta.
Niech A bedzie macierzg kwadratowg stopnia n o wspétczynnikach z ciata
K (A € M,(K)) iniech A = [a;j]nxn. Wyznacznikiem macierzy A nazy-
wamy nastepujacy element ciata K:

> 5g0(0)a1,01)02,0(2) * * * Uno(n)-
oS,

Suma, ktéra okresla tan wyznacznik ma n! sktadnikéw. Kazdy sktadnik jest
iloczynem n elementéw po jednym z kazdego wiersza i kazdej kolumny. Wy-
znacznik macierzy A = [a;j]nxn 0znaczamy przez det(A) lub przez |A|. Cza-
sem, zeby uwypukli¢ stopien macierzy bedziemy moéwi¢ o wyznaczniku stop-
nia n.

Przyktad Obliczymy korzystajac z definicji wyznacznik macierzy 2 x 2:

A= lan a12]

ag1 A2

Zbiér permutacji Sy sktada sie z dwdch elementow:

(12 (12
= l1r92) 79 1 )

permutacja ¢ jest parzysta, a permutacja o, nieparzysta. Zatem
sgn(i) =1, sgn(oy) = —1.
Wtedy wprost z definicji mamy:
det(A) = SgN(0)a1,5(1)A2,0(2) =
oES2
Sgﬂ(i)a1,z‘(1)a2,i(2) + Sgn(al)al,al(l)GQ,ol(Q) = Q11G22 — A12021-

Przyktad Obliczymy wyznacznik macierzy 3 x 3:

aixz aiz Aais
A= an ax a23

az1 aszz 33

lsgn jest skrotem lacinskiego stowa signum (znak)



Zbior permutacji S3 sktada sie z szesciu permutacji:

(123
702—<321>,

(123
"’5_<312>

Permutacje 0g, 04, 05 sa parzyste, a permutacje oy, 02, 03 nieparzyste. Mamy
wiec:

0o = , 01 =

N = = =
NN N
W wWw W w
N — =
W N W
—= W N W

03 = , 04 =

sgn(oo) = sgn(os) = sgn(os) = 1
sgn(o1) = sgn(oz) = sgn(o3) = —1

7 definicji mamy:

det(A) = Sgn(a)al,a(l)a2,a(2)a3,a(3) =
og€ESs

(
SEN(00)A1,00(1)42,00(2) 03,00 (3) T SGU(T1) 1,0, (1) 02,01 (2) 3,01 (3)+
SEN(02)A1,05(1)02,05(2) A3,02(3) T SEN(T3)A1,05(1)02,05(2) A3,05(3) +
SEN(04) Q1,04 (1)02,04(2) A3,04(3) T SE(T5)A1,05(1)02,05(2) A3,05(3) =
11022033 — (11023032 — G13022031 — A12021033 + A12023031 + A13021032.

Zadanie Obliczy¢ z definicji wyznacznik:

W W Ut =
N O DN
_ O O =
OO N =

Rozwigzanie Wyznacznik ten jest suma 4! = 24 blokéw sktadajacych sie z
iloczynu czterech elementéw po jednym z kazdego wiersza i kazdej kolumny.
Mozna zauwazy¢, ze wiekszo$¢ z tych blokow bedzie zawierata zero wiec nie
wplywa na wyznacznik. Niezerowe bloki to:

12021034043, 12024031043, 113021034042, (13024031042
Musimy jeszcze ustali¢ parzystos¢ permutacji wystepujacych w tych blokach

12 3 4 12 3 4 123 4 1234,
291 43)\2413)\314292)\34 719tV

i ostatnia sg parzyste, natomiast dwie $rodkowe sg nieparzyste, zatem wy-
znacznik ten jest rowny:

12021034043 — 112024031043 — 013021034042 + Q13024031042 =
2:5-6:4—-2-2-3-4—-1-5-6-2+1-2-3-2



Wtlasno$ci wyznacznikow

Twierdzenie 1 Dla dowolnej macierzy kwadratowej A mamy:

det A = det AT

Dowd6d Wynika to z faktu, ze prawdziwa jest nastepujaca réwnosé:

Y 58n(0)a1,0(1)020(2) *  Anom) = D SE0(0)Ag(1) 100202 " * * Ao(n)n-
o€ESy oESH

Réwnosé ta jest prawdziwa bo mozemy kazdy z blokow uporzadkowaé¢ wedtug
numeréow kolumn od pierwszego do ostatniego i mamy

A1,0(1)02,0(2) - - - An,o(n) = Ae=1(1),105-1(2),2 - - - Ag—1(n),n

oraz sgn(o) = sgn(c~'). Zauwazmy, ze jesli A = [a;;] i AT = [by] to bi; = aji,
zatem mamy:

det AT = 3> sgn(0)bi o(1)b2,0(2)  * * bnyo(n) =

o€Sy
2}9 SgN(0)ae(1),100(2)2 " * * Go(n),n = det A. I
ogESK
Niech A = [a;;], wtedy A; bedzie oznaczaé i-tg (dla ¢ € {1,...,n}) ko-
Qg

. A2 : . .
lumne macierzy A, zatem A; = . |. Macierz A mozemy zatem zapisaé

Qny;
w postaci:
A=1[A1, Ay .. A

Twierdzenie 2 Dla dowolnego k € K i dla kazdego i € {1,...,n}, mamy:
det[Al,Ag, ce ,k’Ai, ce ,An] = kﬁdet[Al,Ag, ce e 7A7j7 ce 7An]

Mozna zauwazy¢, ze ostatnie twierdzenie jest prawdziwe dla mmnozenia
wiersza macierzy przez pewny element ciala K.
Zadanie Pokaza¢, ze jesli jedna z kolumn macierzy jest zerowa to wyznacznik
jest réwny zero.
Zadanie Udowodni¢, ze dla dowolnego k € K i dla kazdej macierzy A stopnia
n mamy:

det(kA) = k" det(A)



Twierdzenie 3 Dla dowolnych i,j € {1,2,...,n}, jesli it # j to mamy:

det[Al,...,Ai,...,A

j,...,An]:—det[Al,...,A .7141',...,14”].

j, ..
Dowdd Niech A = [a;;] wtedy mamy:

det[Al, . ,Aj, . 7Az'> . ,An] = Z Sgl’l(O')CLLa(l) . aj,a(j)- . .aivg(i). . .anva(n)

O’GSn

Aby zobaczy¢ jaki zwigzek ma ten wyznacznik z wyznacznikiem macierzy
A trzeba dokona¢ transpozycji elementoéw a; sy i a;q(j)- Zeby tego dokonaé
trzeba nasza permutacje o wymnozy¢ przez transpozycje (o(i),o(j)) otrzy-
mujac permutacje (o(i),0(j))o, a to oznacza zmiang znaku, czyli zmiane
znaku przy kazdym bloku.l

Zadanie Udowodni¢, ze jesli dwie kolumny macierzy A sa proporcjonalne to
znaczy mamy A; = kA; dla pewnych kolumn A;, A; oraz k € K todet A = 0.
Rozwigzanie Jesli A; = kA; to mamy:

det[Al,...,Ai,...,Aj,...,An] :det[Al,...,Ai,...,k:Ai,...,An] =
kdet[Al,...,Ai,...,Ai,...,An] :—k‘det[Al,...,Aj,...,Ai,...,An] =
—kdet[Al,...,Ai,...,Ai,...,An],

St@d det[Al,,AZ,,AJ,,An] =0.

Przyktad
1 2 1 4
5 30 6_,
3 -1 0 -2
3 2 4 2
Twierdzenie 4 Dla dowolnej macierzy kwadratowej A= [Aq,. .., Ag,. .., A,]

i dla dowolnej macierzy kolumnowej By = [b;]nx1 zachodzi réwnosé:
det[Al, c. ,Ak —|—Bk, .. ,An] = detA+det[A1, .. ,Bk, . 7An]

Dowd6d Wprost z definicji wyznacznika mamy:

det[A1,..., Ay + By,..., Ap] = % sgn(0)a1 o(1) ** (Aho(k) TOko(k)  Uno(n) =
gEd
ZS Sgn(a)al,d(l) © Ok o(k) " Anyo(n) + % Sgn<a)a1,a(l) Tt bk,a(k) ©po(n) =
[fSter) oEDn

detA—l—det[Al,...,Bk,...,An].



