Wyktad 12

Permutacje

Niech X bedzie zbiorem. Kazda wzajemnie jednoznaczna funkcje prze-
ksztatcajaca X na X nazywamy permutacja zbioru X. Zbiér wszystkich per-
mutacji zbioru X oznaczamy przez S(X).

Uwaga 1 Permutacjami sqg wszystkie wzajemmnie jednoznaczne przeksztalce-
nia to znaczy funkcje, ktore sq réznowartosciowe i sqg ‘na’.

Jesli X = {1,2,...,n} to zamiast S(X) bedziemy pisa¢ S,. W zbiorze
S, mozna wprowadzi¢ dziatanie o sktadania przeksztatcen.

Twierdzenie 1 Struktura (S,, o) jest grupg. Ponadto S, =nl i jeslin > 2
to S, jest grupg nieabelowq.

Dowdd Drziatanie sktadania przeksztatcen jest taczne. Elementem neutral-
nym tego dziatania jest funkcja identycznosciowa i(z) = x i poniewaz elemen-
tami zbioru S, sg funkcje wzajemnie jednoznaczne to sa to funkcje odwracalne.ll

Kazda permutacje ze zbioru S, mozna przedstawi¢ w sposob ”blokowy”,
tzn. jesli o € S, to:

Przyklad Elementami zbioru S5 sa nastepujace permutacje:

Z,:<123> (123 U:<123>
12 3) 132/ 72 32 1)
02(123) (123 U:<123>
3 2 1 3 ) "4 2 3 1) °° 31 2

Zadanie Utozy¢ tabelke sktadania permutacji w zbiorze Ss.
Zadanie Wyznaczyé¢ o~ ! jesli:

(1 23 456
"3 2451¢6
Rozwigzanie Wystarczy zamieni¢ wiersze miejscami i uporzadkowac:
4 (3245 16Y) (123456
 "\123456) \52134¢6
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Permutacje 7 € S,, nazywamy cyklem jesli istnieje podzbiér {iy, ia, ..., ix} €
{1,2,...,n}, ze

. T . T T . T .
111 — ... —1

i 7 dziata tozsamosciowo na pozostalych elementach zbioru {1,2,...,n}.
Przyktlad Permutacja:

1 23 456

324516

jest cyklem bo naszym podzbiorem jest {1,3,4,5}. A permutacja:

1 3456
3 4 5 1 2
nie jest cyklem.

Cykle bedziemy zapisywa¢ w postaci (i1, 1i9,...,0). Zatem w naszym
przykladzie pierwsza permutacja jest cyklem (1,3,4,5). Natomiast druga
jest iloczynem cykli (1,3,4,5)(2,6). Dwa cykle nazywamy roztacznymi jesli
zbiory poruszanych przez nie elementéw sa roztaczne.

SN

Twierdzenie 2 Kazda permutacja jest iloczynem cykli roztgeznych.

Zadanie Zapisa¢ permutacje:
1 3456789
3 4 5129 78

w postaci iloczynu cykli roztacznych.
Rozwigzanie

¢

Zadanie Zapisa¢ wszystkie permutacje ze zbioru S3 w postaci iloczynu cykli.
Zadanie Wymnozy¢ permutacje [(1,2,3,4)(7,8)][(1,2,3,5,6)(4,7)]
Rozwigzanie

DN

4 5 6 9
S S COLER

-~ Co

3 7
4 9

SN

[(1,2,3,4)(7,8)][(1,2,3,5,6)(4,7)] = (1,3,5,6,2,4,8,7).
Kazdy cykl postaci (7, 7) nazywamy transpozycja.

Twierdzenie 3 Kazdg permutacje do sie zapisaé w postaci iloczynu trans-
DOZYCTi.



Dowd6d Wystarczy udowodnié¢, ze dowolny cykl jest iloczynem transpozycji.
Rzeczywidcie mamy:

(ila 7:277:37 . JZk) — (ih ik)(ila ik—l) ... (27,7@2)

Zadanie Zapisa¢ permutacje:

jako iloczyn transpozycji.

Rozwigzanie

= (1,3,4,5)(2,6)(7,9,8)
= (1,5)(1,4)(1,3)(2,6)(7,8)(7,9)

Moéwimy, ze permutacja jest parzysta jesli rozktada sie na parzysta ilosé
transpozycji i ze jest nieparzysta jesli rozktada si¢ na nieparzysta ilosé
transpozycji.

Uwaga 2 Mozna udowodnicé, ze zbiory permutacyi parzystych © nieparzystych
sq roztgczne.

Zadanie Czy permutacja:

1
3
jest parzysta?

Rozwigzanie Permutacja ta jest parzysta bo udowodniliémy wczesniej, ze
rozklada sie na sze$é¢ (czyli parzysta ilosé) transpozycji.

Oznaczmy przez A, zbiér wszystkich permutacji parzystych. Wtedy dzia-
tanie o jest dobrze okreslone w zbiorze A, i mamy:

o o
0o
ST
— o
O O
©
-~ o0
0w ©

Twierdzenie 4 Struktura (A,,o) jest grupg. Ponadto A, =1

Inny sposéb badania, czy permutacja jest parzysta.
Jedli o € S,, to méwimy, ze dla ¢ < j zachodzi inwersja jesli o(i) > o(7).

Twierdzenie 5 Permutacja o jest parzysta wtedy i tylko wtedy gdy ma pa-
rzystq ilos¢ inwersyi.



Zadanie lle inwersji ma permutacja:
1234567289,
36 5 214978)

Rozwigzanie Permutacja ta ma 10 inwersji (a wiec jest permutacja parzy-

sta).
Niech o € S, méwimy, ze liczba naturalna k, jest rzedem permutacji o
jedli o% =i, k # 0 oraz jesli o' =i to k < L.

Twierdzenie 6 Rzedem cyklu jest jego dtugosé. Jesli permutacja jest iloczy-
nem cykli roztgcznych to jej rzedem jest najmniejsza wspolna wielokrotnosé
dtugosci cykli wchodzgcych w jej zapis.

Przyktad Rzedem permutacji (1,3,5,4,6) jest 5, a rzedem permutacji
(1,3,4,5)(2,6,7,8,9,10)

jest NWW(4,6) = 12.
Zadanie Obliczy¢ [(2,3,4,5)(1,6)]123%.
Rozwigzanie Permutacja (2,3,4,5)(1,6) ma rzad 4. Zatem

[(2,3,4,5)(1,6)]* = i* = .

Trzeba wiec podzieli¢ liczbe 12345 przez 4 z reszta. Mamy 12345 = 4-3086+-1
to oznacza, ze:

[(2 3,4, 5)(1 6)]12345 [<2 374 5)<1 6 ]43086-1-1
([(2,3,4,5)(1,6)]")™[(2,3,4,5)(1,6

Zadanie Rozwigza¢ rownanie:

a185ﬁ243:ca125,6277 — 0549ﬁ76,

gdzie a = (1,2,3,4), = (1,2)(3,4,5), a « jest niewiadoma.



