Wyktad 11

Macierze cd.

Jesli macierz ma tyle samo wierszy co kolumn to macierz taka nazywa-
my macierzg kwadratowg. Mowimy, ze A jest macierzg stopnia n jesli ma
wymiar n X n. Zbior wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n o wspot-
czynnikach z ciatla K oznacza¢ bedziemy przez M, (K). Jesli A € M, (K)
to:

ai; a2 ... Qip
A= 21 QA92 ... Q9p
Ap1 Apo ... Qpp
elementy a1, ags, ..., ay, nazywamy gtéwna przekatna macierzy A. Ma-

cierz kwadratowsg nazywamy macierza tréojkatng goérng jesli pod gléwna
przekatna wystepuja same zera. Analogicznie mozna méwié o macierzy tréj-
katnej dolnej. Macierz nazywamy macierza diagonalng jesli jest zarazem
macierzg tréjkatna gorna i macierzg trojkatna dolna. To znaczy macierz kwa-
dratowa A = [a;;] jest diagonalna jesli a;; = 0 dla i # j.

Jesli A, B sa macierzami kwadratowymi stopnia n to istnieje iloczyn A- B
i jest on réwniez macierzg kwadratowa stopnia n. Zatem mnozenie macierzy
jest dobrze okreslonym dziataniem w zbiorze M, (K).

Twierdzenie 1 Struktura (M, (K),+,-) jest pierscieniem z jednoscig. Po-
nadto jesli n > 1 to pierscien ten jest nieprzemienny.

Dowéd

1. Udowodnilismy na poprzednim wyktadzie, ze struktura (M, (K),+) jest
grupa abelows.

2. Dzialanie - jest taczne. Niech A, B,C € M, (K), wtedy:

A= [aij]nxna B = [bij]nxna C= [Cij]nxn-
Niech D = A- B oraz E = B - (|, iniech D = [d;j], E = [e;;] 1 mamy:

dz] = Z aikbkj7 €ij = Z bikckj~
- k=1
Oznaczmy przez F' = (AB)C' = DC = [fjj], a przez G = A(BC) = AE =
[9ij]. Wtedy mamy:

n

fij = > dycy = E <Z aikbkl) c; = > 2 (aiwbrcy) =

k=1 =1 1

i i(aikbklcl]) > Qg (é:l bklclj)

k=11=1 k

k=
n
> Qik€Lj = Gij

1 k=1

1



Stad F' = G, wiec (AB)C = A(BC), czyli mnozenie jest taczne.
3. Dzialanie - jest rozdzielne wzgledem +, zatem dla A, B, C' € M,,(K) mamy:

A(B +C) = AB + AC.

Dowodzi si¢ to podobnie jak punkt 2.

4. JednoScig pierscienia (czyli elementem neutralnym mnozenia macierzy)
jest macierz I, ktora na gtéwnej przekatnej ma jedynki, a w pozostatych
miejscach 0, czyli I = [0;;], gdzie:

o _Jledyi=y
Yo Ogdyi#j

Funkcja ¢;; nazywana jest delta Kroneckera. Mozemy zapisa¢ macierz [
wprost:

1 0 0
j 0 1 0
o 0 ... 1

Przyktad Pierécien Ms(Z5) sktada sie z 16 macierzy 2 x 2 o wspétezynnikach
z ciala Z,.

Mozna wprowadzi¢ tez mnozenie macierzy przez elementy ciata. Niech
A = [a;j] € M, iniech k € K, wtedy:

kA = [kal]]
Przyktad
3 4 12 16
4.1 -1 2 |=|] -4 8
0 -2 0 -8

Niech f(z) = anz" + ap_12" ' + -+ + a1z + ag bedzie wielomianem o
wspélezynnikach z ciata K i niech A € M, (K), wtedy:

f(A) = anAn + an—lAnil + -+ CL1A + CLOI.

Zadanie Wyznaczy¢ f(A), gdzie f(x) = 2° — 222 + 1,

A:
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Niech A = [a;j|mxn bedzie macierza m x n, o wspdtczynnikach z ciata
K. Przez AT oznaczymy macierz o wymiarze n X m, powstalg z macierzy A
przez zamiane wierszy na kolumny.

Przyktad
1.
1
2
T _
[1,2,3,4]" = 3
4
2. .
_i13 ;l |3 -1 0
0 2 4 2 =2

Operacje T nazywamy transponowaniem macierzy, a macierz A7 macierza
transponowang.

Wtasnosci transponowania

1. (A+ B)T = AT + BT,

2. (kA)T = kAT,
3. (AB)T = BT AT,
4. (AT)T = A.

Dowé6d Udowodnimy punkt 3. Jesli A = [a;j]mxn to AT = [ag;-]nxm, gdzie

a;; = aji, podobnie jesli B = [bj|nxk to BY = [b]]kxn, gdzie bj; = bj;. Niech

)

C = AB wtedy wymiar C' jest réwny m x k i jesli C' = [¢;j|mxk to mamy:

n
Cij = Z ailblj7
=1

stad

= Cj; = Z aglblz - Z alj;bzl - Z 7«lal]’

=1
to nam daje réwnosé¢ (AB)T = BT AT.
Moéwimy, ze macierz stopnia n jest symetryczna jesli jest symetryczna
wzgledem gtéwnej przekatne;j.
Przyklad Macierz:

1 2 2 3
2415
210 8
3 5 8 7

jest symetryczna.



Stwierdzenie 1 Macierz A jest symetryczna wtedy i tylko wtedy gdy AT = A.

Z wtasnosci transponowania wynika, ze jesli macierze A 1 B sa symetrycz-
ne to A+ B tez jest macierzg symetryczng oraz dla dowolnego k£ € K macierz
kA jest symetryczna (o ile A jest symetryczna).

Macierz stopnia n nazywamy antysymetryczng jeéli AT = —A.
Zadanie Udowodni¢, ze jesli macierz jest antysymetryczna to na gtéwnej
przekatnej ma same zera.

Zadanie Udowodni¢, ze jesli A i B sa macierzami antysymetrycznymi to
A+ B jest rowniez antysymetryczna.

Macierze kwadratowe, ktore posiadaja macierze odwrotne nazywacé be-
dziemy macierzami odwracalnymi. Zbiér macierzy odwracalnych stopnia n o
wspélezynnikach z ciata K oznaczaé bedziemy przez GL,(K).

Uwaga 1 Wezesniej udowodnilismy, ze zbior elementow odracalnych pier-
Scienia stanowi grupe. To znaczy, ze struktura (Gl,(K),-) jest grupg.

Poznamy poézniej efektywne metody wyznaczania macierzy odwrotnej i
kryterium, ktore pozwala dosy¢ tatwo rozstrzygac¢, czy macierz jest odwra-
calna. Potrzebne do tego nam beda pewne wiadomos$ci na temat permutacji.



