Wyktad 10

Wielomiany cd.

Niech f(z),g(x) € K[z] beda wielomianami nad cialem K. Wielomian
d(x) € K[z] nazywamy najwiekszym wspélnym dzielnikiem wielomia-
now f(x) i g(x) jesli:

1. d(z) jest unormowany,

2. d(2)|f(2) i d(@)]g().

3. jesli ¢(x) jest wielomianem, takim ze c(x)|f(z) i c¢(x)|g(x) to ste < std.
Piszemy wtedy d(x) = NWD(f(x), g(x)).

Jesli f(x) = q(x)g(x) + r(x) to NWD(f(x), g(x)) = NWD(g(x), (x)).
Algorytm Euklidesa !

Niech stf > stg, wtedy mozemy podzieli¢ wielomian f przez g z reszta, a
wiec:
f(x) = q(x)g(x) +r(x), 0<str <stg,

mozna zauwazy¢, ze NWD(f(x), g(x)) = NWD(g(z),r(x)), mozna wiec kon-
tynuowac proces dzielenia wielomiandéw z reszta.:

g(z) = qu(z)r(z) +r.(x), 0<str < str,
r(z) = g(x)ri(z) + ro(x), 0 < stry < stry,
r(x) = gs(x)ra(x) + r3(x), 0 <strg < stry,

ciag kolejnych reszt ma malejace stopnie, a wiec dojdziemy do reszty, ktorej
stopien bedzie rowny 0, zatem:

Tn(2) = Gui2(@)rns1(T) + rosa(T),
Tng1(Z) = Guis(2)Tny2(2)

Mozna tez zauwazy¢, ze
NWD(f(x),g(x)) = NWD(r(z),r1(z)) = ... = NWD(r,42(x),0),

zatem mamy NWD(f(x), g(x)) = rio(z) a to oznacza, ze najwiekszy wspol-
ny dzielnik dwoéch wielomianéw jest réwny ostatniej niezerowej reszcie w
powyzszym ciggu. Podobnie jak w przypadku liczb catkowitych mozna, na
podstawie powyzszego algorytmu, rozwigzywaé rownanie (wielomianowe) po-
staci:

f(@)o(z) + g(x)u(zr) = NWD(f(z), g(x)).

!'Euklides matematyk grecki - dat podwaliny wspétczesnej geometrii




Zadanie Wyznaczy¢ NWD(22, 2° + z + 1).

Zadanie Wyznaczy¢ liczbe odwrotng do 1 + v/2 + /4.

Rozwigzanie Zauwazmy, ze liczba /2 jest pierwiastkiem wielomianu f(z) =
23 —2. Rozwazmy wielomian g(z) = 1+z+22. Wtedy g(v/2) = 1+/2++/4, a
wiec wartosé¢ wielomianu g(z) w punkcie v/2 jest réwny liczbie, ktora chcemy
odwrdci¢. Zastosujmy algorytm euklidesa do wielomianéw f(z) oraz g(x):

2= -D@*+r+1)-1

stad
l=@-D@@*+2+1)— (2 -2)

Po podstawieniu /2 za x mamy:
1= (V2-1)(1+V2+ V1) + ((V2)* - 2)

a wiec

1=(V2-1)(1+ 2+ V1)
To oznacza, ze liczba odwrotna do 1 = (/2 — 1)(1 + /2 + v/4) jest v/2 — 1

Macierze

Niech K bedzie dowolnym ciatem i niech m,n € N. Uktad mn elementéw
ciata K utozonych w prostokatna tablice z m wierszy i n kolumn nazywamy
macierza nad cialem K i oznaczamy:

a1 a12 ... QAp
A= Q21 A22 ... Q2q
Am1 Am2 ... OOmn

gdzie a;; € K, i € {1,...,m},7 € {1,...,n}. Czasem w skrocie bedziemy
pisa¢ A = [aij]mxn. Element a;; potozony jest w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
macierzy A.

Przyktad
1 5 =3 0,5
A= 27 0 3
-1 1 1,2 4

jest macierza 3 x 4 o wspotczynnikach z ciata R. Na przyktad asy = 3 jest
elementem z drugiego wiersza i czwartej kolumny:.
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Zbioér wszystkich macierzy m xn o wspotczynnikach z ciala K oznaczamy
przez M, ,(K). W zbiorze M,, ,,(K) mozna wprowadzi¢ dzialanie dodawania
+:

[ay ap ... ai, bin bz ... biy
921 929 ... Qop + bgl bgg Ce bgn _
L Am1 Am2 ... Qmp bml bm2 o e bmn
[ a1 + b11 a12 + b12 N AT + bln
ag1 +ba1 ag+b ... ag, + by
L Am1 + bml Am2 + bm2 ceo Amn + bmn
Przyktad
3 1 0 =2 1 -1 0 2 4 0 00
21 8 =2 |+| -2 11 21=102 90
5 3 2 1 4 -3 0 -1 9 0 2 0

Twierdzenie 1 Struktura (M, ,(K),+) jest grupg abelowg.
Niech A bedzie m x n macierzg, a B macierza stopnia n X k, wtedy mamy:
A= [aij]mxna B = [bij]nxka
mozna wtedy wprowadzi¢ dziatanie mnozenia -
A-B=C= [Cij]mxka

gdzie:

n

Cij = Z iy

=1
Inaczej méwigc element ¢;; z i-tego wiersza i j-tej kolumny macierzy C' po-
wstaje przez wymnozenie i-tego wiersza [a;1, a0, - . . , ;] macierzy A przez

b

j2
J-ta kolumne ! macierzy B. Mamy zatem:

bin
bj1
bio
’ b b b
cij = [ain, @iz, ...y ain] - | = 1015 + Qb2 + -+ + AinOnj.
bin



Przeanalizujmy mnozenie macierzy na przyktadach:

Przyktady
1.
2
23,45 | 4 | =[2-243-1+4-3+5-6] = [47),
6

poniewaz pierwsza macierz ma wymiar 1 x 4, a druga 4 x 1 to wynik jest
macierza 1 x 1.
2.

-[2,3,4,5] =C

D W DN

jest to iloczyn macierzy 4 x 11 1 x 4, zatem wynik jest macierzg 4 x 4. Mamy
wiec:
Ci1 Ci2 C13 Ci4
O — Co1 Co2 C23 C24
C31 C32 C33 C34
C41 C4q2 C43 Cyq
gdzie:

2 cp=anbp=2-3 cz=anbiz=2-4 cu=anbu=2-5
Co1 = abin =12 cpp=ambia=1-3 cyy=anbiz=1-4 coy=anbu=1-5
2
2

¢ = ajby =2
1

€31 = Cl31b11 =3- C32 = Cl31512 =3-3 c33= a31b13 =34 c3= a31b14 =3-5
6

cy = aq1byy = Csg = Ag1b1a =6-3 ca3 = anbiz =6-4 cy = asby=6-5
zatem:
4 6 8 10
2 3 4 5
¢= 6 9 12 15
12 18 24 30
3.

1 35 0o 2 -1
0 2|1 3 2 | =C
4 -1 1 3 —2 -1
Jest to iloczyn dwoch macierzy wymiaru 3 x 3. Zatem wynik jest réwniez
macierza 3 X 3 i mamy:

11 C12 (13
C=|cu c2 C23
C31 C32 Cs3



gdzie:

C11 :a11611+a12b21+a13b31 =1-043-14+5-3=18
C12 = @11b1o + a12bos + a13bzo =1-2+3-34+5-(=2) =1
Ci13 = a11613 + a121)23 + (113[)33 =1- (—1) + 3-2 +5- (—1)
Co1 = A21b11 + agbor + aggbyy = (—1)-0+0-14+2-3=6
Coz = G211 + agaboy + ansbzy = (—1)-2+0-3+2-(-2) = —6

Co3 = Qo1b13 + a12bay + aszby = (—1) - (=1)+0-24+2- (1) = -1
C31 — a31611 + CL32b21 + CL33b31 =4-0+ (—1) -1+1-3=2

C32 = Q31019 + G39ba9 + a33bsy = 4 -2 + (—1) ‘341 (—2) =3
C33 — a311)13 + (I32b23 + a33b33 = 4 . (—1 + (—1) -2 + 1- (—1) = —7
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