Wyktad 9

Wielomiany

Element a € K nazywamy t-krotnym pierwiastkiem wielomianu f(x) jesli
(z —a)'[f(2) i (z—a) 1 f(a).

Jesli krotnos¢ pierwiastka jest wieksza od 1 to méwimy, ze pierwiastek
jest wielokrotny:.

Pochodna wielomianu f(z) = a,z" + a, 12" + -+ + a1z + ag € K|z]
nazywamy wielomian:

f(x) = naz™ '+ (n — Dap_12" 2+ --- +ay,
gdzie na =a+---+a.
—_——

Wtasnosci poc?lodnej

L (f(z) + g(x)) = f'(x) + ¢'(x),

2. (f(z)g(x)) = f(x)g(x) + f(x)g'(x),
3. Jesli stf(z) =0 to f'(x) =0.

Twierdzenie 1 FElement a jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu f(x)
wtedy 1 tylko wtedy gdy f'(a) =0 ¢ f(a) = 0.

Dowéd

(=) Jesli a jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu f(x) to istnieje ¢ >
1, ze (x — a)|f(x). Zatem f(z) = (z — a)'g(x) i na podstawie wlasnosci 2.
pochodnej mamy:

f'(w) = t(x — a)"'g(a) + (z — a)'q'(2),

a wiec a jest réwniez pierwiastkiem wielomianu f'(z).

(<) Jesli a jest pierwiastkiem wielomianéw f(x) i f'(x) to mamy: f(z) =
(x —a)g(x), stad f'(x) = g(z) + (r —a)¢'(z) i poniewaz a jest pierwiastkiem
wielomianu f'(x) to musi by¢ pierwiastkiem wielomianu g(x). Zatem g(x) =
(x —a)h(z) i f(x) = (z —a)’*h(x).M

Zadanie Niech w,(z) = 1+ + z—? +-- 4 % + £+, Udowodni¢, ze w,(z)

nie ma pierwiastkow wielokrotnych.
Rozwigzanie Mozna udowodni¢, ze w) (z) = w,—1(z). Wtedy mamy:

Zatem jesli a jest pierwiastkiem wielokrotnym to wy(a) = w;,(a) = 01 % = 0.
Zatem a = 0, ale 0 nie jest pierwiastkiem wielomianu w, ().
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Twierdzenie 2 Wielomian stopnia n posiada maksymalnie n pierwiastkow.

Jedli wielomian f(x) stopnia n ma doktadnie n pierwiastkoéw xy, z, ..., x,
to istnieje ¢ € K i g(x) € K|x], ze:

flz)=clx —z1)(x —29) -+ (T — ).
Moéwimy, ze wielomian f(x) rozklada sie na iloczyn czynnikéw liniowych jesli:
fla) = cle —21)" (& — 2)™ - (2 — )™

Twierdzenie 3 (Zasadnicze Twierdzenie Algebry) Kazidy wielomian f
o wspotczynnikach zespolonych posiada pierwiastek.

Whniosek 1 Kazdy wielomian o wspotczynnikach zespolonych rozklada sie na
tloczyn czynnikow linitowych.

Twierdzenie 4 Niech f(x) bedzie wielomianem o wspélezynnikach rzeczywi-
stych i niech liczba zespolona z bedzie pierwiastkiem tego wielomianu. Wiedy
liczba Z jest réwniez pierwiastkiem wielomianu f(x).

Dow6d Niech f(x) = a,2" + a,_ 12" ' + -+ - + ayz + ag bedzie wielomianem
o wspotcezynnikach rzeczywistych i niech z bedzie pierwiastkiem tego wielo-
mianu. Wtedy mamy f(2) = a,2" + ap_12" ' + -+ + a1z + ag = 0. Poniewaz
liczby a; sa rzeczywiste to a; = a; 1 mamy:

f@)=az2"+ - Famz4+a=a,2"+ - Faz+a = f(z) =0,
zatem Z tez jest pierwiastkiem wielomianu f(z).H

Whniosek 2 Kazdy wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych rozktada sie
na iloczyn czynnikow liniowych i kwadratowych.

Zadanie Rozlozy¢ wielomian 2% + 1 nad ciatem liczb rzeczywistych i nad
ciatem liczb zespolonych.

Rozwigzanie Liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu 23 + 1, zatem dwu-
mian z + 1 dzieli z° + 1. Mamy wiec 22 +1 = (z+ 1)(2* — z +1). Wielomian
2% — x + 1 jest nierozkladalny nad R bo nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Roztézmy go nad C. Obliczamy pierwiastki wielomianu 22 — x + 1:

A=1-4=-3,
VA =iV3



imamy x; = 1+éﬁ, To = i;/ﬁ Zatem rozktad wielomianu jest nastepujacy:

nad R: 23+ 1= (z + 1)(2? —z + 1),

nad C: 2+ 1= (z+ 1)(x — 1+§\/§)(x - 1_;‘/5’).
Zadanie Rozlozy¢ wielomian % + 23 + 222 + 2 +1 nad R i C jedli wiadomo,
ze 1 jest jego pierwiastkiem.
Rozwigzanie Poniewaz i jest pierwiastkiem tego wielomianu to réwniez i =
—ijest jego pierwiastkiem. Zatem wielomian jest podzielny przez (z —i)(x +
i) = x? + 1. Po podzieleniu otrzymujemy: z* + 23 + 222 + x + 1 = (22 +
1)(2? + = + 1). Dalej postepujemy jak w zadaniu poprzednim.
Wzory na rozwigzywanie ré6wnan wielomianowych
Zasadnicze Twierdzenie Algebry orzeka, ze kazdy wielomian o wspotczyn-
nikach zespolonych ma pierwiastek zespolony. Pojawia sie¢ tu pytanie, czy
istnieje jaki$ uniwersalny sposéb na wyznaczanie pierwiastkow dowolnego
rownania wielomianowego? Okazuje sig, ze takiego sposobu nie ma. Rozwa-
zamy réwnanie a,x" + a,_12" ' 4+ ... + a1x + ap = 0, gdzie kazdy wspot-
czynnik tego rownania jest liczba zespolong. Wiadomo, ze istnieja wzory na
rozwigzywanie réwnan stopnia 2,3,4 (wzér na rozwiazywanie réwnan kwa-
dratowych zostat juz podany wczesniej, a wzory dla rownan stopnia 3 i 4 sag
dosy¢ skomplikowane i beda przedstawione na wyktadzie z algebry wyzszej
na semestrze trzecim). Dla réwnan stopnia wiekszego niz 4 takich wzoréw
nie ma. To znaczy nie mozna podaé¢ ogdlnego wzoru przy pomocy, ktorego
mozna rozwiaza¢ dowolne réwnanie stopnia np. 5 (dowdd tego faktu podat
genialny matematyk francuski Evariste Galois).

Jesli wielomian ma wspoétezynniki catkowite to istnieje tatwe kryterium
do sprawdzania, czy liczba wymierna %’ jest pierwiastkiem tego wielomianu:

Twierdzenie 5 Jesli liczba wymierna 5 jest pierwiastkiem wielomianu f(x) =
@™ + Ap1 2"+ ..+ a1 + ag, ktérego wspélezynniki a; sq catkowite to
plao, a qla,.

Przyklad Sprawdzi¢, czy wielomian f(z) = 2° — 2% — 23 + 22 — 12 ma
pierwiastki wymierne.
Rozwigzanie Zgodnie z powyzszym Twierdzeniem wymiernymi pierwiast-
kami tego wielomianu moga by¢ tylko liczby catkowite, ktore dziela liczbe
—12, a wiec liczby +1, 42, 43, +4, +6, £12. Po wstawieniu tych liczb za x
mozemy stwierdzi¢, ze 2 jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Nastepne Twierdzenie daje kryterium rozktadalnosci wielomianéw o wspot-
czynnikach wymiernych:

Twierdzenie 6 (Kryterium Eisensteina) Niech wielomian

f(@) = apa”™ + an12™ '+ a4 ag
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ma wspotczynniki calkowite. Jesli istnieje liczba pierwsza p taka, Ze p 1 a,,
plan_1,plan_2,...,plar,plag i p* t ag to wiclomian f(x) jest nierozktadlny
nad ciatem liczb wymiernych.

Przyklad Zgodnie z powyzszym Twierdzeniem wielomian
23 + 492 — 7w + 14

jest nierozkladalny na ciatem liczb wymiernych (wystarczy przyjaé¢ p = 7).
Wiemy natomist, ze wielomian ten jest rozktadalny nad ciatem liczb rzeczy-
wistych i zespolonych.

Powyzsze Twierdzenie nie pozwala nam wprost stwierdzi¢, czy wielomian
2° — 22% + 3x — 1 jest nierozkladalny bo nie mozna dla niego znalezé odpo-
wiedniej liczby pierwszej p.



