Wyktad 8

Zadanie Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 24 — (2 —4)* = 0.

Rozwigzanie Z twierdzenia o pierwiastkowaniu liczb zespolonych wynika,
ze rownanie to ma doktadnie cztery rozwigzania (sa to czwarte pierwiastki z
liczby (2 —1)%). Jednym z rozwiazai jest liczba 2 —i. Zgodnie z twierdzeniem
majac jedno rozwigzanie trzeba je przemnozy¢ przez czynnik cos 25T 2kn

aby otrzymac pozostate. Stad otrzymujemy:

ZOZQ—i,

z1 =2 (cosT +isinl) = (2 —i)i=2i+1,
=zt =zi= (24 1)i=—2+1,
ZgZZQZ:(—2+Z)Z:—2Z—1

Niech C,, = {z € C: 2" = 1}, to znaczy C,, jest zbiorem wszystkich
n-tych pierwiastkow z 1. Wtedy C,, ma doktadnie n elementéw i (C,,,-) jest
grupa abelowa. Ponadto istnieje element z; € C),, ze dla kazdego w € C,
mamy:

Ik w= 2.
Rzeczywiscie na podstawie twierdzenia mamy:
2k 2k
C, = {zk;:cosw%—isin?T ke {0,1,...,n—1}},
n n

i na podstawie wzoru Moivre’a mamy:
2l — Zf.

Jednym z bezposrednich wnioskéw z twierdzenia o pierwiastkowaniu liczb
zespolonych jest:

Whniosek 1 Dia kazdej liczby zespolonej z istniejqg doktadnie dwie liczby ze-
spolone w, takie Ze w* = z. (Inaczej méwigc kazdg liczbe zespolong mozina
spierwiastkowad.)

Whniosek ten pozwala nam rozwigzywaé¢ dowolne réwnanie stopnia dru-
giego w ciele liczb zespolonych.
Rozwazmy réwnanie:
az’> +bz+c=0

gdzie a, b, c sa dowolnymi liczbami zespolonymi, a z jest niewiadoma. Wtedy
roOwnanie to ma zawsze pierwiastek w ciele liczb zespolonych. Rzeczywiscie:

) , b b\° b2 b\° b®—dac
az"+bztc=a(z"+—z|+c=alz+—| —(—Fc=a|lz+ —| ————
a 2a 4a 2a 4a



stad otrzymujemy réwnanie:

+b 2 B _dac
alz+—| =—
2a 4a

N b\> b — dac
24— =——
2a 4a?

i poniewaz w ciele liczb zespolonych liczbe % mozna spierwiastkowac to

istnieja rozwiazania naszego réwnania. Oznacza to, ze algorytm rozwiazywa-
nia réwnania

czyli

az?+bz+c=0

jest doktadnie taki sam jak w ciele liczb rzeczywistych:

A = b% — dac
_ —b+VA
1= 2a
_ —b—VA
9 =

ale w tym przypadku rozwigzania zawsze istnieja.
Przyklad Rozwiaza¢ réwnanie 22 + (1 +4i)z — (5 +1) = 0.

Wielomiany

Niech K bedzie cialem, x zmienna. Kazde wyrazenie postaci:
f(l’) - anxn + an_lx”_l + ...+ a1z + ag,

gdzie an,an_1,...,a1,a9 € K nazywamy wielomianem jednej zmiennej nad
cialem K. Wyrazenia te nalezy rozumie¢ formalnie, a w przypadku gdy K
jest ciatem liczbowym (tzn jednym z cial: Q, R, C) to wielomiany jak dawniej
mozna interpretowaé¢ jako funkcje. Zbiér wszystkich wielomianéw na cialem
K oznaczamy symbolem K|x]. Jedli f(z) € K|x]i f(x) = apa™ + ap_12™" 1 +
...+ayz+ag oraz a, # 0 to n nazywamy stopniem wielomianu f(x) i piszemy
stf =mn. Jedli stf = nia, =1 to wielomian f(x) nazywamy unormowa-
nym. Jedli stf = 1 to wielomian nazywamy wielomianem liniowym.

Jedli K jest ciatlem to w zbiorze K[z] mozna w tradycyjny sposéb wpro-
wadzi¢ dziatania dodawania i mnozenia wielomianéw. Jesli f(z) = a,z" +
Up 12"+ T+ ag, 9(T) = bpx™ + b1 ™ + L+ by + by oraz
n 2 m to mamy:

f(z) + g(x) = apa™ + 1" 4 o (g + D)™ A+ o+ (a1 4 by)x + ag + by
f(@)g(x) = X cin’



gdzie ¢; = Y. agb; (trzeba przyjaé, ze dla | > m mamy b, = 0).
k=i
Przyktad Rozpatrujemy wielomiany ze zbioru R[z]:

(224222 —2+5) + (2° — 2 + 2+ 4) = 2° + 222 + 9,
(22 +1)(2® - 1) =2° + 2% — 2% — 1.

Twierdzenie 1 Jesli K jest cialem to struktura (K[z],+,-) jest pierscie-
niem przemiennym z jednosciq.

Niech g(x) i f(x) beda wielomianami o wspoétezynnikach z ciata K. Wtedy
méwimy, ze wielomian g(z) dzieli wielomian f(x) i piszemy g(z)|f(z) jesli
istnieje wielomian h(x) € K|z, ze f(z) = h(z)g(x), tzn:

g(0)|f(z) < Fn(x) € K[a] f(x) = h(z)g(z)

Przyklad Wielomian 22 + 1 dzieli wielomian z° + 23 — 22 — 1 bo 2° + 2% —
2 —1= (2 +1)(2%-1).

Wielomian f(z) nazywamy rozkladalnym lub przywiedlnym nad cia-
tem K jesli istnieja wielomiany g(z) i h(z) takie, ze f(z) = g(x)h(z) istg > 0
isth > 0.

Przyktad Wielomian z* + 2 jest rozktadalny nad ciatem R, bo

242 = (22 +V2)% — 2v22% = (2% — V2V2z + V2)(2® + V2V2z + V2).

Natomiast nie jest rozkltadalny nad ciatem Q.
Przyklad Wielomian z* + 22 + 1 jest rozktadalny nad cialem Z,, bo

gt 1= (2 + 2+ 1)

Twierdzenie 2 Jesli g(x) i f(z) sq wielomianami nad cialem K to istnieje
doktadnie jedna para wielomiandw q(z),r(x) € K|z, Ze:

9(x) = q(x) f(z) +r(z),
gdzie 0 < str < stf.

Wielomian r(z) nazywamy reszta z dzielenia g(x) przez f(z).

Méwimy, ze element a € K jest pierwiastkiem wielomianu f(z) jesli
(z —a)|f ().
Mozna méwié o podstawianiu elementu a € K za zmienng z, tzn jesli

f(z) € Klx] to

fla) = apa™ + ap_1a™t + -+ aja + ag.



Twierdzenie 3 (Bezout) ' Element a € K jest pierwiastkiem wielomianu
f(z) € K|x] wtedy i tylko wtedy gdy f(a) =

Dowéd

(=) Jesli a jest pierwiastkiem wielomianu f(z) to zgodnie z definicja mamy
(x —a)|f(z). Zatem istnieje h(z), ze f(z) = (z — a)h(x). Stad mamy f(a) =
Ea—a) (a) = Oh(a) = 0.

<) Drzielimy wielomian f(z) przez wielomian x — a z reszta:

f(z) = (z = a)h(z) + r(2),

gdzie wielomian r(z) ma stopieri mniejszy od 1. Zatem r(x) = ¢ jest wielo-
mianem stalym. Podstawiajac a mamy:

fla)=r(a) =c=0.

Zatem:
f(z) = (z —a)h(z) W

Podamy teraz tatwy sposob dzielenia wielomianu f(x) = a,2"+a, 12" '+
.. a1x + ag przez dwumian postaci x — c¢. Algorytm ten nazywa si¢ schema-
tem Hornera.

"+ ap_ 12" Aartag = (2—¢)(by12"  by_ox™ . A by by) 1

wspotezynniki b; oraz reszte r znajdujemy korzystajac z nastepujacej tabelki:

‘ Qyp, Ap—1 Ap—2 e aq Qo
c a, cbp1+ap_1 Cbp_o+an_o ... cby+a; cby+ ag
= bn—l = bn_g = bn_g = bo =T
Przyklad Podzieli¢ wielomian f(x) = 225 —9x%+423— 22427 przez dwumian

x —4.
Rozwigzanie Korzystamy z powyzszego algorytmu:
2 -9 4 -1 0 27
412 -1 0 -1 —4 11
Zatem mamy f(z) = (v —4)(22* — 2% — 2 —4) + 11.
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