Wyktad 7

Ciato liczb zespolonych cd.
Interpretacja geometryczna liczby zespolonej

Kazda liczba zespolona z = a + bi jest opisana przez pare liczb rzeczywi-
stych. Zatem mozna ja interpretowaé jako punkt (lub wektor) na plaszczyznie

o wspotrzednych (av b) Imza

z=a-+bi

~Rez

Odlegtosc liczby z od poczatku uktadu wspoétrzednych nazywamy modu-
tem liczby z i oznaczamy go przez |z|.

Jesli z = a + bi to |z| = Va? + b2

Zadanie Rozwiaza¢ réwnanie |z| + z = 0.

Rozwigzanie Poniewaz |z| interpretujemy jako odlegto$é, wiec |z| € R. Wiec
jesli z = —|z| to Im(z) = 0 zatem z = a € R. Stad mamy a++va? = 0. Zatem
rozwigzaniem rownania sa wszystkie liczby rzeczywiste mniejsze od zera.
Wtasnos$ci moduléw liczb zespolonych

Lz w| =z - fw],

2. Jesli w # 0 to |2 = £
3. [z +w| < 2] + |w

Dowéd Niech ¢t = EIZ‘, wtedy [t| = 11t(z +w) = |z +w| € R. Stad mamy:

|z + w| =t(z 4+ w) =tz + tw = Re(tz + tw) =
= Re(tz) + Re(tw) < [tz] + |tw] = |z] + |w],

4. z -z =z~

Zadanie Poda¢ interpretacje geometrycznag zbioru {z € C : |z| = 1} oraz
zbioru {z € C: |z —i| = 1}.

Rozwigzanie

{z€C: |z| =1}



Imz s

1IN
/

Jl ~Rez

{zeC: |z—i| =1}

Imz s

~Rez

Kat a miedzy dodatnig strona osi Re, a promieniem wodzacym liczby z
nazywamy argumentem tej liczby i oznaczamy przez arg(z).
A

z=a-+bi

N

Argumentem liczby zespolonej jest zbior liczb rzeczywistych bo np. argu-
mentem liczby 141 jest zbior {7 4 2k7 : k € Z}.

Argumentem gléwnym liczby z nazywamy ten z argumentow ktory
zawarty jest w przedziale [0, 27). Argument gltéwny liczby z oznaczamy przez
Arg(z), np. Arg(1 +14) = 7.

Zadanie Narysowa¢ na plaszczyznie zbiér {z € C: Arg(z) = &}
Rozwigzanie



Imz s

Rez

Jesli a jest argumentem liczby z = a + bi to mamy:

Jesli z = a+ bi # 0 to mamy:

a b .
z=|z|| = +i— | = |z|](cosa + isina)
E{IE

postac tg nazywamy postacig trygonometryczng liczby z.
Przyktad Niech z = 1 — 4, wtedy |z| = V12 + 12 = /2,

R G

COS = —= = —, Sln« = —= —_——

2 2 22
T __ 7

stad Arg(z) = 2r—7 = {7, a wicc postacia trygonometryczna liczby 2z = 1—i
jest:
: 7 LT
z=1—-1= ﬂ(cosw%—zsmw) .
4 4
Niech z = |z|(cosa + isina), w = |w|(cos  + isin 3) wtedy mamy:
1. zw = |z||w|(cos(a + B) + isin(a + 3)),
2.Yn € N 2" = |z|(cos(na) + isin(na)) (wzér Moivre’a t),
3. == %(cos(oz — B) +isin(a — B3)).
Dowéd
z+-w = |z|(cos a + isin a)|w|(cos § + isin §) =
|z||w|((cos avcos B — sinasin B) + i(cos asin [ + cos Fsina)) =
|z||w|(cos(a + B) + isin(a + 3)),
to daje dowd6d punktu 1.
Punkt 2. jest indukcyjnym uogoélnieniem punktu 1., a punkt 3. udowadnia
sie podobnie jak punkt 1.

Zadanie Wyznaczy¢ liczbe (—1 4 +/3)'%.

! Abraham de Moivre 1667-1754, matematyk angielski



Rozwigzanie Szukamy postaci trygonometrycznej liczby z = —1 + iv/3.
Mamy [z| = VI+3 = V4 = 2, cosa = 3, sina = ‘2[, stad Arg(z) =

_m_ 2 .
T— 3 =37, Zatem:

2 (co -t din )
z=2(cos-m+isin—-m).
3 3

Wykorzystujac wzér Moivre’a mamy:

2-12 2-12
2125 = 912 (cos 5 57T—|—isin 5 57r>,

poniewaz 2 - 125 = 250 = 3 - 83 + 1, to:

4 4 1
2125 — 9125 <cos —7 + ¢sin 7r> S A —— zﬁ .
3 3 2 2

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Liczbe w nazywamy pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby zespolonej z, jesli
w" = z.
Twierdzenie 1 Dla dowolnej liczby zespolonej z # 0 istnieje dokladnie n
réznych pierwiastkéw stopnia n z z. Jesli z = |z| (cosa + isina) to pier-
wiastki n-tego stopnia z z wyrazajq sie wzorami:

o+ 2km o+ 2km
= 1/|2| | cOs ——— 4+ isin ——— | ,
6= il os )
gdzie k = 0,1,....,n—1, a {/|z| oznacza pierwiastek arytmetyczny z liczby
rzeczywistej dodatniej |z|.

Dowdd Jesli w jest n-tym pierwiastkiem z z = |z|(cosa +isina) i w =
|w| (cos B + isin B) to z réwnosci w™ = z i ze wzoru Moivre’a mamy:

wl" = |2
nf = a+ 2km

gdzie k € Z. Stad g = O"Lnﬂ, jesli £ > mn to mozemy podzieli¢ k przez n

z reszta. Otrzymamy wtedy k = gn +r, 0 < rlen, i mamy 3 = 227 —

n
a+2(qn+r)7r

= 42 4 9qmr. Poniewaz sin i cos sg funkcjami o okresie 27 wigc
parzyst@ Wlelokrotnosc kata 7 mozna odrzuci¢ i mamy (§ = O‘f” dla 0 <
r < n. Latwo rowniez sprawdzi¢, ze dla k # [ mamy ¢, # (.l

4



Zadanie Wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki trzeciego stopnia z liczby i.
Rozwigzanie Przedstawiamy liczbe ¢ w postaci trygonometrycznej:

. ™ L.
z:cos§+zsm—.

2

Zgodnie z powyzszym twierdzeniem pierwiastkami stopnia trzeciego z liczby
1 sq;

zk:cosw—l—isinM
3 3 7
dla k € {0, 1,2}. Stad otrzymujemy:
zp = cos g +ising = §+i%,
71 = cos 3 +isin 2T = —§+i%,
29 = cos.%?r —i—z’sin%?T = —1.



