Wyktad 6

Ciatlo liczb zespolonych

Rozwazmy réwnanie 2241 = 0. Oczywiscie réwnanie to nie ma rozwigzan
w ciele liczb rzeczywistych. Pytanie, ktére nasuwa si¢ w tym miejscu brzmi:
Czy mozna tak rozszerzy¢ ciato liczb rzeczywistych, zeby otrzymac nowe cia-
to, w ktérym to réwnanie ma rozwiazanie (jedno z zatozen jest takie aby nowe
cialo zawierato ciato liczb rzeczywistych i musi by¢ takie, zeby dziatania w
tym ciele ograniczone do zbioru liczb rzeczywistych byty zwyklymi dziata-
niami dodawania i mnozenia). Takie cialo mozna skonstruowaé. Oznaczmy
przez i jedno z rozwigzan réwnania x? + 1 = 0 (oczywidcie i nie jest licz-
ba rzeczywista), a wiec mamy 2 = —1. Rozwazmy zbiér elementéw postaci
a + bi, gdzie a, b sg liczbami rzeczywistymi. Te elementy mozemy traktowaé
jako pary liczb rzeczwistych to znaczy element a + bi mozemy utozsamiaé
z para (a,b). Réwnosé a + bi = ¢ + di zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
a = cib = d. Zbiér takich elementéw oznaczaé bedziemy przez C i nazy-
waé bedziemy zzbiorem liczb zespolonych, a kazdy element tego zbioru
nazywa¢ bedziemy liczba zespolong. Zapis a + bi liczby zespolonej nazy-
wamy postaciag algebraiczna (lub kanoniczng) liczby zespolonej. Jesli
z = a + bi jest liczba zespolong to liczbe rzeczywista a nazywamy czescig
rzeczywistg liczby z i oznaczamy ja przez Re(z), a liczbe rzeczywista b
nazywamy czescig urojona liczby z i oznaczamy ja przez Im(z). Na przy-
ktad Re(2—3i) = 2, a Im(2 — 3i) = —3. Liczby zespolone sa wigc elementami
postaci:

a+bi abeR, Z=—-1

W zbiorze liczb zespolonych mozna wprowadzi¢ dziatania dodawania i
mnozenia, ktore oznacza¢ bedziemy przez + i -. Oto ich definicje:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c) + (b+ d)i,

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ac + bd)1,

elementem neutralnym -+ jest 0 + 0z, a mnozenia 1 + 0z.

Liczby postaci a+0i utozsamiamy z liczbami rzeczywistymi. Mamy zatem
R C C.
Przyklad Wykonajmy dziatania:

(B3+2i) —(5+4i) =—-2—-2i
(2+3i)(3—4i) =18+
(2+41)*=4+16i — 16 = —12 + 16:
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Zadanie Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste z i y dla ktorych:

(x+1y)(2—1i) =2

Rozwigzanie
(x+1w)(2—1i)=2c+y+ (—x+2y)i = 2i
stad mamy:
204+ 3y =0
—T+ 2y =2

7, drugiego réwnania otrzymujemy z = 2y — 2 i podstawiajac do pierwszego
8_ 14 6

mamy 2(2y—2)+3y = 0, stad 7y = 4, zatem y = % iz = 2%—2 =c—0=—z

Pokazemy teraz jak mozna wyznaczy¢ liczbe odwrotna do liczby a+bi # 0

to znaczy liczbe aibi:

1 a— bi a— bi a b

atbi (a+bi)(a —bi) a2+ b2 T2+ 2t

Jesli liczba a + bi # 0 to a # 0 lub b # 0 i wtedy a? + b* # 0, a wiec liczba
a-+bi jest w tym przypadku odwracalna. Mamy wiec C* = C—{0}. Powyzsze
rozwazania prowadza nas do nastepujacego stwierdzenia:

Twierdzenie 1 Struktura (C,+,-) jest cialem.

Odwracajac liczbe a + bi wymnozyliSmy licznik i mianownik przez liczbe
a—bi, liczbe ta nazywamy liczba sprzezona do liczby z = a+0bi i oznaczamy
ja przez z. Mamy zatem:

Jesli z=a+biecCtoz=a—0bi

Wtlasnosci sprzezenia
l.z+w=2z+w,
2.7 W =Z- W,
3. Jesli w# 0 to (2) = 2,
4. Jedli z=a+bitoz+z=2a, z-z=a*+ b
Jesli z # 0 to mamy:
1z

z 2z
Zadanie Wyznaczy¢ wszystkie liczb zespolone z, ktére spetniaja réwnanie:
zZ=Zz.



Rozwigzanie Jesli 2 = a + bi to Z = a — bi. Zatem mamy a — bi = a + b1,
stad 2bi = 0 to oznacza, ze b = 0. Zatem rownos¢ z = z jest spetniona wtedy
i tylko wtedy gdy 2z € R.
Zadanie Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone z, dla ktérych 22 = —5412i.
Rozwigzanie Niech z = a + bi, wtedy 22 = a® — b? + 2abi = —5 + 12i to
nam daje uktad rownan:

a? — b =-5

2ab =12

z drugiego roéwnania otrzymujemy b = 2 i podstawiajac do rownania pierw-
szego otrzymujemy

36
2 e
2=
mnozymy obustronnie przez a’:
a* — 36 = —5a*

przenosimy na lewg strone i podstawiamy ¢t = a?:

2 4+5t2—36=0
zatem A = 25+ 144 = 169, v/ 169 = 13, wiec:

t = =5-18 — _9

2
ty = =5H3 — 4

Poniewaz a jest liczbg rzeczywista wiec t musi by¢ wieksze od zera. Zatem
mamy:
a® =4

stad a = £2, b = £3. Poszukiwane liczby to:

21:2—|—3’i, 22:—2—3i



