Wyktad 5
Liczby a i b nazywamy wzglednie pierwszymi jesli NWD(a, b) = 1.

Twierdzenie 1 Liczby a i b sq wzglednie pierwsze wtedy @ tylko wtedy gdy
1stniejq liczby catkowite u, v, takie zZe au + bv = 1.

Twierdzenie 2 Réwnanie a-,x = 1 ma rozwigzanie w pierscieniu 4, wtedy
1 tylko wtedy gdy liczby a i n sqg wzglednie pierwsze. Inaczej mowigce liczba a
jest odwracalna wzgledem -, wtedy i tylko wtedy gdy liczby a @ n sqg wzglednie
pierwsze.

Dowdd Jesli NWD(a, n) = 1 to zgodnie z powyzszym Twierdzeniem istnieja
liczby calkowite w, v takie, ze au + bv = 1 wtedy stosujac funkcje f, otrzy-
mujemy: f,(au 4+ bv) = f,(1) = 1, stad f,(a) -» fu(u) = 1, a wiec liczba a
jest odwracalna modulo n. Jesli teraz liczba a jest odwracalna modulo n to
istnieje b, ze a-, b=11a-b—1 =0 to oznacza, ze n|(ab— 1), a wiec istnieje
k, ze ab—1 = kn, zatem réwnanie ax +ny = 1 ma rozwigzanie, a to oznacza,
ze liczby a i n sa wzglednie pierwsze.[]

Zadanie Znalez¢ liczbe odwrotna do 15 w Zs;.

Rozwigzanie Poniewaz liczby 15 i1 37 sa wzglednie pierwsze to liczba 15
jest odwracalna w Z37. Musimy rozwigzaé réwnanie 15x + 37y = 1, a wiec
korzystamy z algorytmu Euklidesa:

37T=2-154+7
15=2-7T+4+1
7T=7-140

a wigc mamy: 1 =15—2-7=15—-2(37—2-15) = 5-15—2-37. To oznacza,
ze liczba odwrotng do 15 w Z37 jest 5.

Element x € R nazywamy dzielnikiem zera jesli x # 0 i istnieje 0 # y € R,
zex ©y=0.

Przyktad Pierscien (Z, +, -) jest pierscieniem bez dzielnikow zera. Natomiast
w pierécieniu (Zy, +4,4) element 2 jest dzielnikiem 0.

Element u € R pierscienia z jedno$cig nazywamy elementem odwracal-
nym jesli jest odwracalny wzgledem ©, a wiec:

W eR uoU =uou=1.

Zbioér wszystkich elementow odwracalnych oznaczamy przez R*.
Przyklad W pierscieniu Zg elementy 1,3,5,7 sa odwracalne, bo 3 -3 =1,
5.8b=1,7Tg7=1.

Jak stwierdziliSmy powyzej, w pierscieniu Z,, odwracalne sa te elementy
a dla, ktérych NWD(a,n) = 1.



Twierdzenie 3 Jesli (R, ®,®) jest piercieniem z jednoscig to (R*,®) jest
grupq.

Pierscien (R, @, ®) przemienny z jednoscia nazywamy cialem jesli R ma
co najmniej dwa elementy i R* = R — {0}, tzn. kazdy niezerowy element jest
odwracalny.

Przyklady

1. (Z,+,-) nie jest ciatem, bo Z* = {1, —1},

2. (R, +, ) jest ciatem,

3. (Za,+2,2) jest cialem,

4. (Zy, +4,-4) nie jest ciatem, bo Z; = {1,3} # Z, — {0}.

Twierdzenie 4 W ciele nie ma dzielnikow zera.
Dowdd Jedli R jest cialem i a,b € R sa elementami, takimi ze a # 0 i
ab=10

to istnieje a~!. Mnozac réwnanie obustronnie przez a™! otrzymujemy:
atab=0

Stad b =0.1

Niech p € Z, méwimy, ze p jest liczba pierwsza jesli p jest podzielna tylko

przez 1 i przez siebie.

Twierdzenie 5 Jesli n nie jest liczbg pierwszq to Z, nie jest ciatem.

Dowdd Jesli n nie jest liczba pierwsza to istnieja k # 1,1 # 1, takie ze
n = kl. Wtedy k jest dzielnikiem zera w pierscieniu Z,,.H

Twierdzenie 6 Pierscien (Z,,+n, n) jest ciatem wtedy i tylko wtedy gdy n
jest liczbg pierwszq.



