Wyktad 4
Okreslimy teraz pewna wazna klase pierscieni.

Twierdzenie 1 Niech m,n € Z. Jeslin > 0 to istnieje dokladnie jedna para
licz q,r, Ze:
m=qn+r, 0<r<n.

Liczbe r nazywamy reszta z dzielenia m przez n i czesto oznaczamy ja przez
m,. Zauwazmy, ze reszta zawsze jest liczba wigksza lub réwng zero i jest
mniejsza od liczby przez, ktora dzielimy.

Przyktady

1. m = 26,n = 6, wtedy mamy 26 = 4 -6+ 2, wiec reszta z dzielenia 26 przez
6 wynosi 2.

2. m = —26,n = 6, wtedy mamy 26 = (—5) - 6 + 4, wiec reszta z dzielenia
-26 przez 6 wynosi 4.

3.m=>5n=7,wtedy mamy 5 = 0-7+ 5, wiec reszta z dzielenia 5 przez 7
wynosi 5.

Niech Z, = {0,1,...,n — 1}, gdzie n € N;n > 0, wtedy w zbiorze Z,
mozemy okresli¢ dziatania 4+, -, w nastepujacy sposob:

a+,b=(a+b),
an,b=(a-b),

a wiec sume i iloczyn w Z,, okreslamy jako reszte z dzielenia zwyktej sumy i
zwyklego iloczynu przez n. Okreslmy nastepujaca funkcje:

£ 7 — 7,
fn(z) = reszta z dzielenia liczby x przez n. Wtedy funkcja f,, ma wlasnosci:

fn(x + y) = fn(x) +n fn(y)
fn(z ) y) = fn(w) n fn(y)

Niech r, s oznaczaja reszty z dzielenia z i y przez n wtedy mamy x = an +
r,y=bn+s. Stadx+y=(a+bn+r+sifolz+y)=fulr+s)ifolz)=r
oraz fn(y) = s. Poniewaz 0 < r,s < n to zgodnie z definicja funkcji f, i
dodawania +,, otrzymujemy zadang rownosc.

Twierdzenie 2 System algebraiczny (Z,, +n, -n) jest pierscieniem przemien-
nym z jedynkq.



Dowdéd Wszystkie wlasnosci pierscienia mozna sprawdzi¢ korzystajac z funk-
cji f,. Na przyktad jesli chcemy udowodni¢ tacznos$é to wezmy dowolne ele-
menty a, b, c € Z,. Wtedy mamy:

a+,(b+nc)=fala+(b+c) = fulla+b)+¢c)=(a+,b)+nc

Inne wtasnosci pokazuje si¢ podobnie. Elementem neutralnym dodawania jest
0, mnozenia jest 1. Elementem przeciwnym do a € Z,, jest n — a.0]
Dziatania +,,, -, nazywa si¢ zwykle dodawaniem i mnozeniem modulo n,
a pierscien (Z,, +n, ) pierscieniem reszt modulo n. Mozna tez zdefiniowaé
potegowanie np. a?> w Z,, rozumiemy jako a -, a itd... W sensie pierscienia Z,
mozemy formalnie uzywaé¢ dowolnych liczb catkowitych i mozemy powiedziec,
ze liczba a = bw Z, jesli f,(a) = f.(b). Co to daje? Mozna w prosty sposéb
wykonywaé pewne dziatania np. jesli chcemy obliczy¢ 7-9(4495) to wystarczy
obliczy¢ ile wynosi 7 (4 +5) w Z, a potem wziaé reszte z dzielenia wyniku
przez 9. Mozna tez inaczej postepowaé na przyklad jesli chcemy obliczy¢ 210
w pierscieniu Z5 to tatwiej jest wykonywac od razu pewne obliczenia modulo
5, bo 2t =1 w Zs, a wigc 2100 = (21)?° = 1% = 1.
Zadanie Skonstruowaé¢ tabelki dziatan w pierécieniu Zs.

4+, 1011234 w1 0]1]12]34

0 10[1]2(3/|4 0/0[{0]0]0]O0

1 (11231410 11011234

2 2134|101 2102413

3 13[4]0(1]|2 310(3[1]4]|2

4 1410123 4101413211
Zadanie Obliczy¢ 8882 w pierécieniu Zggg.
Rozwigzanie Poniewaz w pierscieniu Zggg liczba 888 = —1 to 8882 =
(1) =1.

Zadanie Rozwigzaé rownanie 15192z =1 w Zig.
Rozwigzanie Trzeba wyznaczy¢ liczbe, ktora wymnozona przez 15 modulo
19 da nam 1. Te liczbe mozna wyznaczy¢ badajac wszystkie reszty modulo
19. Po przetestowaniu wszystkich liczb modulo 15, stwierdzimy, ze jedynym
rozwigzaniem naszego réwnania jest 14.

Opiszemy teraz ogélng metode odwracania liczb modulo n

Niech a,b beda liczbami catkowitymi i niech b # 0. Wtedy méwimy, ze
liczba b dzieli a (lub, ze b jest dzielnikiem a) jesli istnieje liczba catkowita c,
ze a = be. Fakt, ze liczba b dzieli a zapisujemy symbolicznie b|a, a jesli liczba
b nie dzieli a to piszemy b1 a.

Na przyktad 24|96 bo 96 = 4 - 24. Podobnie —4|24 bo 24 = (—6) - (—4).
Liczba 3 nie dzieli liczby 7, a wiec mozemy zapisaé¢ 3 1 7.
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Niech a i b beda liczbami catkowitymi, z ktérych przynajmniej jedna jest
rozna od zera. Wtedy najwiekszym wspdllnym dzielnikiem tych liczb
nazywamy najwieksza liczbe catkowity d, ktora dzieli jednoczes$nie a i b. Naj-
wiekszy wspélny dzielnik oznaczamy przez NWD(a, b) i jest on wyznaczony
(w tym przypadku) jednoznacznie. Inaczej méwiac d = NWD(a, b) wtedy i
tylko wtedy gdy

(i) dla i d|b,

(i) jesli cla i ¢|b to ¢ < d.

Z powyzszej definicji wida¢, ze NWD(a,b) > 1.

Na przyktad NWD(12,30) = 6.

Opiszemy teraz algorytm, ktéry pozwala w prosty sposéb wyznacza¢ naj-
wiekszy wspdlny dzielnik dwoch liczb. Zatézmy, ze a > b. Oczywiscie jesli bla
to NWD(a, b) = b i problemu nie ma. Przypu$émy, ze bt a wtedy mozemy a
podzieli¢ przez b z niezerowg reszta:

a:qob+rg, O<T0<b

Jesdli liczba ¢ dzieli a i dzieli b to ta liczba musi dzieli¢ rowniez ry. Oznacza to,
ze zbior dzielnikéw liczb a, b jest taki sam jak zbior dzielnikow liczb b, g, a
wiec réwniez NWD(a, b) = NWD(b, r9). Mozna wigc proces dzielenia z reszta
kontynuowac¢ w nastepujacy sposob:

a:qob—i-?"o, O<7“0<b

bIQ1T0+T1, O<T1<7”0
ro=qr1 +12, 0<1y <1y
o =qsro+1r3, 0<r3<r

a wiec w nastepnym kroku dzielimy poprzednia reszte przez nastepna reszte.
Mozna zauwazy¢, ze

NWD(a,b) = NWD(b,ro) = NWD(rg,r1) = NWD(r,79) = ...

i poniewaz ciag reszt jest Scisle malejacym ciggiem liczb catkowitych nie-
ujemnych to po skonczonej ilosci krokOw musimy otrzymac reszte rowna zero.
Zgodnie z wezesniejszym stwierdzeniem najwiekszym wspolnym dzielnikiem
liczb a i b bedzie ostatnia niezerowa reszta w tym procesie. Opisany algorytm
znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika nosi nazwe Algorytmu Eu-
klidesa. Pokazemy teraz na przyktadzie dziatanie tego algorytmu.

Zadanie Wyznaczy¢ przy pomocy Algorytmu Euklidesa najwigkszy wspolny



dzielnik liczb 324 i 148. A wiec wykonujemy kolejne dzielenia:

324 =2-148 + 28

148 =5-28 48
28=3-8+4
8§=4-240

Ostatnig niezerowa reszta jest 4. To oznacza, ze NWD(324, 148) = 4. Jest to
duzo lepszy i szybszy algorytm od rozktadania liczb na czynniki pierwsze.

Pokazemy teraz, ze korzystajac z powyzszego algorytmu mozna poszu-
kiwaé catkowitych rozwiazan réwnania ax + by = NWD(a,b). Jak mozna
znalez¢ te liczby?

W przypadku liczb a = 324, b = 148 réwnanie to rozwiazujemy w na-
stepujacy sposob. Najpierw z przedostatniego kroku mozemy wyznaczy¢ 4
jako:

4=28-3-8

dalej krok wyzej mamy 8 = 148 — 5 - 28 podstawiajac to do wczesniej otrzy-
manego wzoru mamy:

4=28—3-8=28—-3-(148—-5-28)=16-28 —3-148
w kroku wyzej mamy formute na 28, wiec mozemy otrzymac:
4=28-3-8=16-28—3-148 = 16-(324—2-149) —3-148 = 16-324—35-148

co daje nam jedno z mozliwych rozwigzan catkowitych réwnania 324u +
148v = 4, a mianowicie u = 16,v = —35.

A wiec Algorytm Euklidesa mozna wykorzystywaé nie tylko do poszuki-
wania najwiekszego wspolnego dzielnika dwoch liczb, ale réwniez do rozwia-
zywania réwnan typu

ar + by = NWD(a, b)

Whprost z powyzszych rozumowan mozna wywnioskowac nastepujace Twier-
dzenie:

Twierdzenie 3 Niech a, b bedg dwiema liczbami catkowitymi z ktorych przy-
najmniej jedna liczba jest rézna od 0. Wtedy istniejq liczby calkowite u, v,
takie ze

ua + vb = NWD(a,b)

7 powyzszego twierdzenia wynika natychmiast nastepujacy wniosek:



Whniosek 1 Liczba d jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b wtedy
1 tylko wtedy gdy

(i) dla 1 d|b,
(ii) jesli cla i c|b to c|d

Dowéd
(=) Niech d = NWD(a, b) wtedy zgodnie z powyzszym twierdzeniem istnieja
liczby catkowite u i v takie, ze d = ua+wvb. Jedli liczba claic|btoa = ke, b = lc
dla pewnych k, . Stad d = ukc + vlec = (uk + vl)c, a wiec c|d.
(<) Jesli ¢|d to ¢ < d a wiec punkty (i), (ii) pociagaja warunki:

(i) d|a i d|b,

(ii) jesli cla i c|b to ¢ < d

ktore stanowia definicje najwiekszego wspélnego dzielnika.[]



