Wyktad 3

Struktury algebraiczne
III. Struktury algebraiczne

Struktura algebraiczna nazywamy zbiér wraz z pewnymi dziataniami w
tym zbiorze. Strukture algebraiczng zapisujemy wymieniajac zbior oraz dzia-
tania np. (N, +,-) jest struktura algebraiczna ztozona z N i dwéch dziatan
dodawania i mnozenia. Dzialan w strukturze algebraicznej moze by¢ skon-
czenie lub nieskonczenie wiele.

W dalszym ciggu dzialanie o bedzie dziataniem binarnym.

Dowolng strukture (G, o) nazywamy grupoidem.

Grupoid (G, o) nazywamy pélgrupa jesli dziatanie o jest taczne.

Poétgrupe (G, o) nazywamy grupa jesli o ma element neutralny i kazdy
element jest odwracalny.

Inaczej méwiac (G, o) jest grupa jesli:

(1) Ya,b,c € G ao(boc)=(aob)oc,

(2) Istnieje e € G, z2e Va€e A eca=aoe=a,

B)Vae G Ja € G ad =da=ce.

jesli dodatkowo

(4) Va,be G aob=Vboa

to grupe nazywamy przemienng lub abelowa.
Przyklady

(N, +) jest pétgrupa i nie jest grupa,

(Z,+) jest grupa abelowa,

(R\ {0}, -) jest grupa abelowa,

(Sn,0) jest grupa i jesli n > 2 to jest to grupa nieabelowa.
Zbiér A = {e,a,b, c} z dzialaniem o okreslonym w tabelce:
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jest grupg abelowa. Kazdy element jest odwrotny sam do siebie.

Twierdzenie 1 Kazdy element grupy posiada doktadnie jeden element od-
wrotny.

Dowdd Z definicji grupy wynika, ze kazdy element posiada element odwrot-
ny. Przypusémy, ze pewien element a posiada dwa elementy odwrotne a’ i a”.



Wtedy, jesli e oznacza element neutralny, mamy:

aod =d oa=ce
aoa”"=d"oca=e

Korzystajac z powyzszych rownosci i z tacznosci dziatania, otrzymujemy:

a’:a’oe:a’o(aoa”)(:)(a'oa)oa”:eoa":a”.
Co oznacza, ze element odwrotny jest doktadnie jeden.l
Element odwrotny do a oznaczamy przez a .

Twierdzenie 2 Jesli (G, o) jest grupg to:
(i) Va € G (a™)™ ! =a,
(ii) Va,b € G (aob)™' =bloa ™l

Dowdd

(i) Poniewaz aoa™' = a™' oa = e to element a jest odwrotny do a™! i
poniewaz element odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie to (a™')~! = a.
(ii) Wystarczy sprawdzi¢, ze element b~ o a™! jest odwrotny do a o 0.l

Zadanie Wyznaczy¢ elementy odwrotne do elementéow grupy (53, o).

Twierdzenie 3 Jesli (G, o) jest grupg to:
(i) aox=box =a=0,
(ii) roa=z0b=a=0.

Dowéd
(i) Jedli a oz = b o x to mnozac to réwnanie obustronnie z prawej strony
przez x~ ! otrzymujemy:

(aox)ox ' = (box)ox!

ao(rox t)y=bo(xox?)
aoce="boe
a=>b

(ii) Analogicznie jak poprzedni punkt.Hl

Twierdzenie 4 Jesli (G, 0) jest grupg i a,b € G to réwnanie aox = b ma
doktadnie jedno rozwigzanie w zbiorze G.



Dowdd Nietrudno jest zauwazy¢, ze element a~! o b jest rozwigzaniem réw-

nania i ze jest to jedyne rozwigzanie tego rownania.ll
Jesli grupa jest abelowa to dziatanie binarne czesto zapisujemy przy pomocy
znaku +, element odwrotny do a nazywamy przeciwnym i zapisujemy go w
postaci —a, a element neutralny oznaczamy przez 0.
System algebraiczny (R, ®,®) nazywamy pierscieniem jesli ©®, @ sa
dziataniami binarnymi oraz:
(1) (R, @) jest grupa abelowa,
(2) (R, ®) jest polgrupa,
(3) dziatanie ® jest rozdzielne wzgledem .
Dodatkowo jesli:
(4) dziatanie ® jest przemienne to pierscien nazywamy pierécieniem prze-
miennym, a jesli mnozenie ® posiada element neutralny to pierscien nazy-
wamy pierscieniem z jedynka (element neutralny dziatania ® bedziemy
zwykle nazywaé jedynka pierscienia i oznaczaé go bedziemy zwykle przez 1).
Przykladami pierscieni przemiennych z jedynka sa (Z, +, -), (R, +, -). P6z-
niej poznamy réowniez przyktady pierscieni nieprzemiennych.

Poniewaz struktura (R,®) jest grupa abelowa to istnieje element neu-
tralny dziatania @ i kazdy element jest odwracalny wzgledem tego dziatania.
Element neutralny oznacza¢ bedziemy przez 0, a element odwrotny do x
nazywac¢ bedziemy elementem przeciwnym i oznaczaé¢ go bedziemy przez —zx.



